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Capítulo 1
Introducción
“[. . . ] El cuerpo humano es la máquina definitiva. Ahora, cuando hay un problema de
corazón se dice que se hace fontanería, pues imagínese lo que puede hacer la ingeniería. Creo
que el cuerpo humano es el desafío total para los ingenieros [. . . ]”. Con estas palabras se
expresaba el por entonces presidente de la Real Academia de la Ingeniería, Enrique Alarcón,
a la pregunta de cual era, en su opinión, los retos de la ingeniería de cara al futuro durante
una entrevista realizada en Octubre del 2003 para el diario El País. Y no es de extrañar
que, más de una década después, esta afirmación siga siendo cierta, pues aún muy poco se
conoce de todos y cada uno de los procesos biológicos, físico-químicos, electro-químicos, etc.
que ocurren a velocidades increíbles y a escala muy pequeña en todos los seres vivos.
Cada vez más la medicina demanda de la ingeniería herramientas y técnicas capaces
de estudiar, modelar y actuar en el cuerpo humano, hasta tal punto que ha dado lugar
a una nueva disciplina de gran proyección como es la Bioingeniería. Desde el estudio del
movimiento de los organismos hasta la fabricación de herramientas para el tratamiento de
enfermedades, pasando por áreas tan grandes como la ingeniería genética o el modelado de
sistemas biológicos, la Bioingeniería trata de unir estos dos campos, a priori tan alejados,
como son la medicina y la ingeniería.
Una de las ramas de la Bioingeniería que más ha contribuido a aumentar el conocimiento
de los seres vivos y mejorar la calidad de vida de las personas es la Biomecánica, es decir, la
mecánica aplicada a los sistemas biológicos. Campos como la medicina deportiva, el diseño
de implantes o la representación espacial de los sistemas biológicos se engloban dentro de
esta subdisciplina.
Otro de los campos en los que más se ha trabajado es en el estudio del comportamiento
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del tejido óseo, pues su relación con otras áreas es innegable: la biomecánica del movimiento,
el diseño de implantes óseos, etc. El aparato locomotor es el encargado de mantener la esta-
bilidad de todos los sistemas del organismo y permitir su desplazamiento. Es absolutamente
esencial para la subsistencia de todas las especies del reino animal. En efecto, los animales
necesitan de la acción conjunta de huesos (u otra “estructura portante”) y músculos para
desplazarse y efectuar aquellas acciones que le son necesarias: alimentarse, protegerse, re-
producirse, etc. Incluso en el reino vegetal dichas estructuras son necesarias para dar forma
a las plantas y conseguir la polinización o la captura de luz solar, por ejemplo.
El sistema óseo da al organismo su capacidad autoportante, protección para los órganos
internos y puntos de inserción de los músculos, que forman el sistema muscular y son los
responsables de que el esqueleto (y por tanto el resto del cuerpo) puedan moverse, así como
de dar forma al cuerpo. Es necesario por tanto que ese sistema locomotor esté en condiciones
óptimas durante toda la vida del organismo. A pesar de lo que pueda parecer a simple vista,
las estructuras internas del tejido óseo y el hecho de tratarse de un tejido vivo hacen de él un
material muy complejo. El tejido óseo puede ser considerado como un material estructural
orgánico, y por tanto presentará características típicas de materiales de construcción y de
organismos vivos:
(a) El hueso como material estructural. Más adelante se hará una descripción más deta-
llada de las propiedades mecánicas del hueso. Basta decir que el hueso es un material
anisótropo, heterogéneo y asimétrico en su comportamiento a tracción y compresión
y presenta comportamiento viscoso. Como le ocurre a cualquier otro material some-
tido a tensiones sufre deformaciones y puede llegar a fallar (romperse) por un estado
tensional demasiado alto o por fatiga.
(b) El hueso como material orgánico. El tejido óseo es un material vivo, y por tanto sus
características cambian con la edad. El hueso de un ser humano adulto tiene unas
propiedades muy diferentes del de un recién nacido o el de un anciano, variando su
composición, propiedades e incluso su forma. Y lo que es más importante: es capaz de
reparar el daño producido en su microestructura a causa del uso normal o anormal y
adaptarse a nuevas condiciones permanentes de carga, como puede ser un cambio en
los hábitos de ejercicio físico.
Ambas características, de material estructural y orgánico, deberán ser tenidas en cuenta
a la hora de intentar estudiar y modelar el comportamiento de los tejidos óseos de los seres
vivos.
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1.1. Revisión histórica de los modelos de comportamien-
to de hueso
Ante el reto que supone llegar a comprender cómo funciona el tejido óseo son muchos
los autores que, a lo largo de la historia, han estudiado el tejido óseo desde el punto de
vista de la Biomecánica. En concreto, conocer cómo responde a las solicitaciones a las que
es sometido durante la vida del individuo ha sido objeto de numerosos estudios.
El hueso repara el daño que se produce en su microestructura al soportar cargas de la
actividad diaria. Esta acumulación de daño puede tener un origen normal o anormal. Un
origen normal sería, por ejemplo, el caso de acumulación de daño por fatiga, en el que la carga
aplicada de forma cíclica, sin tener una intensidad excesivamente alta, produce microgrietas
que van propagándose, de forma similar a como ocurre en otros materiales inertes. Por el
contrario, un daño producido por un uso anormal del hueso sería el producido, por ejemplo,
en una fractura ósea. En este caso el daño producido en el tejido óseo es mucho mayor que
en el caso anterior: el hueso, en gran parte de las ocasiones, pierde su continuidad de forma
total o parcial, por lo que se requiere de un proceso de remodelación más complejo en el que,
además de cambios en las estructuras y composición internas, se pueden producir cambios
en la forma externa del hueso por la aparición de un callo de fractura.
El objetivo principal de la tesis es, precisamente, estudiar y desarrollar un modelo de
remodelación del callo óseo de fractura de fémur humano. El presente trabajo se embarca en
la tarea de aplicar los modelos de remodelación ósea con la intención de simular la evolución
de las propiedades mecánicas y la forma exterior del tejido óseo en reparación, desde la
aparición del callo óseo tras una fractura hasta la total recuperación de dichas propiedades.
Y es aquí donde surge el otro gran objetivo de esta tesis: conocer las propiedades mecánicas
del callo óseo que servirán como punto de partida para el análisis numérico del proceso de
remodelación ósea del callo.
1.1.1. Remodelación ósea. Revisión histórica
A continuación se hace una breve revisión histórica de los principales estudios teóricos y
experimentales que sobre la remodelación ósea se han realizado.
Uno de los primeros científicos en estudiar el hueso desde el punto de vista biomecánico
fue el afamado físico Galileo, que ya en el siglo XVII observó la importancia que tiene el
tamaño y la forma de los huesos y sus implicaciones mecánicas [74]. Casi 200 años después,
Bell [8] observó que la disposición en trabéculas del hueso esponjoso permitía maximizar
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la eficacia mecánica de dicho tejido. Ward [234] ahondó en esta idea de minimizar tejido y
maximizar rigidez comparando la microestructura de la cabeza del fémur (disposición del
tejido cortical y trabéculas del esponjoso) con la forma triangular del soporte de una farola
(fig. 1.1).
Figura 1.1: Comparación entre la estructura soporte de una farola y la orientación del tejido
trabecular en la cabeza del fémur [234].
Conforme avanza el siglo XIX se van sucediendo estudios que empiezan a reforzar esta
idea de optimalidad y comienzan a aparecer los primeros conceptos asociados directamente
con la remodelación ósea. Uno de ellos es el de trajectorial theory, término acuñado por
Wolﬀ [240], que defendía la idea de que las trabéculas del tejido esponjoso se alineaban con
las direcciones principales de tensión. Culman, ingeniero alemán de la segunda mitad del
siglo XIX, y según un artículo publicado por Roesler sobre el origen de algunos conceptos
de biomecánica ósea [203], se sorprendió cuando, al visitar a von Meyer, un anatomista co-
nocido suyo [232], observó que algunos dibujos hechos por este sobre la disposición de las
trabéculas se asemejaban a algunos de sus estudios sobre las trayectorias de las direcciones
principales de tensión en una columna diseñada por Fairbairn (fig. 1.2). Las ideas que intro-
dujeron Bernard y Roux a finales del siglo XIX también contribuyeron a asentar las bases de
futuros modelos matemáticos. Bernard fue pionero en estudiar el concepto de homeostasis
en fisiología, por el cual todos los sistemas fisiológicos evolucionan para intentar mantener
constante una determinada variable física. Roux [205] por su parte defendió que todos los
sistemas biológicos sufrían una adaptación funcional en función de los cambios que se pro-
ducían en sus condiciones de vida, a semejanza de lo expuesto por Darwin en su famoso El
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origen de las especies [45].
Figura 1.2: Comparación entre la columna de Fairbairn y la arquitectura trabecular del
fémur. Adaptado de Wolﬀ [240].
El cirujano alemán Wolﬀ observó que los cambios en el estado tensional de los huesos
llevaban aparejado un cambio en su estructura y/o forma, adaptándose de una forma más
eficiente a las nuevas solicitaciones [240]. Esta adaptación ocurre por el proceso conocido
como remodelación ósea. Frost [69] definía dos tipos de respuesta en función de la zona donde
se produce esta adaptación: remodelling o remodelación interna, en el que el tejido se adapta
cambiando su composición y/o estructura, y modelling o remodelación externa, en el que el
hueso cambia su forma geométrica. Muchos estudios han corroborado las observaciones de
Wolﬀ desde un punto de vista experimental, principalmente en el caso de la remodelación
interna, aunque también en el caso de la externa.
Carter [27] comprobó que la atrofia y la hipertrofia estaban controladas por un desuso
o sobrecarga severa, mientras que para casos de carga moderada no existía respuesta remo-
delatoria por parte del tejido. Lanyon [129] estudió la influencia de la forma de trabajo del
hueso en el desarrollo de la curvatura del mismo mediante experimentos en tibias de rata,
probando que la presión ejercida por la musculatura circundante ante una actividad normal
provocaba un aplanamiento en la superficie del hueso. En el caso de la tibia, la acción de
los músculos que rodean la diáfisis originaban la forma triangular de dicho hueso. Otros
estudios similares han llegado a la misma conclusión en niños [192], humanos adultos [145],
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perros [58], gatos [159] e incluso en elefantes [213]. Lanyon y Rubin realizaron una serie
de experimentos en pavos [131] y gallos [206] que demostraban la actividad remodelatoria
en casos de desuso, tanto por aumento de la porosidad (remodelación ósea interna) como
por aumento del diámetro del endosteo (remodelación ósea externa). Estos mismos autores
estudiaron el tipo de estímulo mecánico que controlaba el proceso de remodelación [207],
llegando a la conclusión de que era el nivel de deformación el que lo controlaba. Así mismo
comprobaron que el valor del estímulo de equilibrio con el cual el tejido no sufría adapta-
ción cambiaba en función del hueso e incluso de la zona del mismo. Leichter y cols. [137]
realizaron un experimento con humanos: midieron la densidad del tejido óseo a un grupo
de reclutas (18-21 años) antes y después de un programa de entrenamiento de 14 semanas,
demostrando que se podían lograr incrementos significativos en la densidad ósea del hueso
(alrededor de un 7:5%) en un período relativamente tan corto.
En comparación con las numerosas evidencias empíricas del proceso de remodelación
ósea, el modelado matemático de dicho proceso aún no ha sido capaz de reflejar todos los
procesos involucrados en esta actividad. Sin embargo, grandes avances se han hecho desde que
el propio Wolﬀ comenzara a caracterizar este comportamiento con ecuaciones matemáticas.
A continuación se presentan algunos de ellos, aunque en los capítulos 5 y 6 se hará una
revisión histórica en profundidad de los más importantes.
1.1.2. Modelos matemáticos de remodelación ósea. Revisión histó-
rica
Los primeros modelos matemáticos del proceso de remodelación aparecen conjuntamente
con los primeros computadores. Uno de ellos fue el propuesto por Pauwels [186], que propuso
la tensión local como magnitud que regulaba el proceso de remodelación, postulando la
existencia de una tensión óptima a la cual no se producía remodelación. Kummer [127]
también propuso un modelo parecido al de Pauwels, formulando matemáticamente la relación
tensión/cambio de masa mediante una ecuación cúbica.
Cowin y Hegedus [40] proponían un modelo continuo para el tejido óseo como un material
poroelástico, con una fase sólida (matriz ósea) rodeada por un fluido (médula ósea) que
intercambian masa, cambiando así la composición y, por tanto, las propiedades del tejido.
En un trabajo posterior Firoozbakhsh y Cowin [62] ampliaban el modelo a más casos de
carga e incluían el efecto de la remodelación ósea externa. El propio Cowin [37] fue también
el primero en proponer un modelo de comportamiento mecánico para el tejido esponjoso a
través del fabric tensor.
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Carter [30], ahondando en las ideas de Pauwels y Kummer, propuso la existencia de una
magnitud que el hueso intenta mantener en equilibrio homeostático, en cuyo caso no existía
remodelación ósea. Él es el primero en aproximarse a la idea de estímulo mecánico, que en
su caso postuló como dependiente de la historia de carga reciente. También Carter intentó
modelar el comportamiento del tejido trabecular mediante una definición análoga a la del
estímulo mecánico, pero que en este caso era una medida vectorial y no escalar [31]. El
trabajo de Huiskes y cols. [105] supuso una novedad al proponer que fuera la deformación (y
no la tensión como en modelos anteriores) la que jugaba el papel determinante en la actividad
remodelatoria. Huiskes, además, introdujo el concepto de “zona muerta” o de equilibrio en
la cual, ante variaciones pequeñas del estímulo, no se producía remodelación.
Con todo lo anterior como base, Beaupré y cols. [6,7] elaboraron un modelo isótropo de
remodelación ósea conocido como modelo de remodelación ósea interna isótropa de Stanford
en el que, utilizando la historia de carga tal y como propone Carter, evaluaban el estímulo
mecánico y planteaban una ley de evolución de la densidad del tejido, la cual consideraban
como la variable de estado, a través de una variable llamada velocidad superficial de reab-
sorción o formación ósea, _r. Mas tarde Jacobs [109] extendió este modelo al caso anisótropo
usando modelos basados en la energía y en las tensiones pero fallidos en cuanto a que no
eran capaces de reproducir la anisotropía del hueso de forma razonable. Por este motivo,
García-Aznar [75] planteó un modelo propio anisótropo basado en la Mecánica del Daño de
forma análoga al caso de materiales inertes en la mecánica clásica.
Todos los modelos de remodelación ósea expuestos hasta ahora tienen una cosa en común:
son todos modelos del tipo estímulo-respuesta, en los que solo se cuantifica dicha respuesta
sin llegar a modelar cómo se produce a nivel biológico. A este tipo de modelos se les conoce
como fenomenológicos.
En la literatura existe otro gran grupo de modelos de remodelación ósea en los que sí
se intenta modelar los procesos biológicos internos que llevan a las células óseas a reab-
sorber o formar tejido ante un determinado estímulo. A estos modelos se les conoce como
mecanobiológicos.
Uno de los primeros modelos que cuantificaba la actividad celular fue el modelo de
adaptación ósea de hueso esponjoso de Huiskes y cols. [104]. La magnitud que controla
el proceso según estos autores era la velocidad de variación de la densidad de energía de
deformación, la cual era transmitida por los osteocitos hasta las células de borde, situadas
sobre la superficie libre del tejido. Era precisamente la elección de esta variable la que
dificultaba la aplicabilidad de este modelo, ya que requería de modelos microscópicos que lo
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hacían muy costoso computacionalmente.
Hernandez [94] tomó como punto de partida el algoritmo de remodelación ósea interna
isótropa de Stanford, que es un modelo fenomenológico, y adaptó la ecuación fundamental
de cambio de densidad para tener en cuenta los procesos biológicos implicados. Hernandez, a
diferencia de Huiskes, sí tenía en cuenta la actividad de la BMU en su conjunto, la secuencia
ARF de remodelación interna y la mineralización posterior del tejido formado. Además,
aplicaba su modelo tanto a tejido cortical como trabecular. Quizás la mayor limitación del
modelo era que la actividad remodelatoria estaba modelada como un proceso puramente
biológico, pues el estímulo mecánico se consideraba constante en todo el proceso.
Hazelwood [90], por su parte, sí que tenía en cuenta el estímulo mecánico como magni-
tud que controla el proceso y postulaba que las BMUs se activaban debido a cargas muy
bajas (desuso) o muy altas (daño), aumentando la porosidad del tejido o reparando el daño
producido por fatiga.
Taylor y sus colaboradores han desarrollado una intensa labor de investigación sobre el
daño en el tejido óseo, que ha dado lugar a numerosas publicaciones [219–222]. En uno de sus
modelos, Taylor [219] utilizaba una función de densidad de probabilidad de Weibull, típico
del análisis de fiabilidad de materiales, para predecir la posibilidad de fallo por fatiga que
puede sufrir un hueso sometido a carga cíclica. En una revisión posterior, Taylor y cols. [220]
tenía en cuenta la actividad de las BMU como fuente de reparación del daño acumulado por
fatiga. Sin embargo, el caso de desuso no ha sido contemplado por estos autores.
García-Aznar y cols. [76] desarrollaron un modelo isótropo mecanobiológico basado en
la actividad de las BMUs que incluía, como novedad fundamental, que no solo la porosidad
sino también el daño era una variable a tener en cuenta en la estimación de las propiedades
mecánicas del tejido. Así mismo, incluía el efecto de acomodación celular en el tejido vivo:
el estímulo mecánico de equilibrio para el cual no se produce remodelación no era constante,
sino que se adaptaba al estimulo mecánico al que es sometido el tejido [224]. Esta adap-
tación se ajusta a la evidencia experimental de que un desuso prolongado no significa una
reabsorción completa del tejido a largo plazo, tal y como predecían los anteriores modelos,
sino solo una reducción controlada de su masa.
El modelo de García-Aznar y cols. [76], sin embargo, trataba la mineralización del tejido
formado de forma aproximada. En dicho modelo, se suponía que todo el tejido formado en
un elemento era mineralizado de igual forma a una velocidad que dependería del contenido
mineral promedio del elemento. Sin embargo, la velocidad de mineralización del tejido debe
depender del tiempo que lleve formado cada porción de osteoide dentro de dicho elemento.
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Martínez-Reina y cols. [151], en un trabajo posterior junto con el propio García-Aznar, sí
modelaba la mineralización del tejido teniendo en cuenta dicha variabilidad de la velocidad
de mineralización dentro del elemento.
Una cosa en común tienen todos los modelos de remodelación expuestos hasta ahora: se
centran en la remodelación ósea interna. La razón de que casi ninguno de ellos incluya la
modelización de la remodelación ósea externa puede estar fundamentada en que dicha adap-
tación por parte del hueso ocurre mucho menos a menudo. En efecto, es mucho más costosa
desde el punto de vista biológico que la remodelación interna: si el hueso necesita aumentar
su rigidez, por ejemplo, siempre le resultará mucho más sencillo reabsorber tejido poroso y
formar tejido más denso que aumentar su sección, lo cual conllevaría un desplazamiento de
los tejidos blandos circundantes, entre otras cosas.
Sin embargo, una cosa es clara en lo que se refiere a la reparación del callo de fractura
ósea, objetivo principal de esta tesis: igual de importante es la sustitución del tejido formado
durante los primeros días posteriores a la fractura (el cual tiene unas propiedades mecánicas
muy deficientes) como la remodelación ósea externa del callo para conseguir la reabsor-
ción del mismo. Entre los pocos modelos anteriores que sí incluían el efecto acoplado de la
remodelación ósea interna-externa estaban el de Huiskes [105] y el de García-Aznar [75].
Como ya se comentó anteriormente, Huiskes y cols. [105] plantearon un modelo utilizando
la energía de deformación como la variable que controlaba el problema de la remodelación.
En dicho modelo, además de dar una ley de evolución del módulo de elasticidad en función
de la diferencia entre dicha variable y su valor en el equilibrio, proporcionaban una ley
similar (solo cambia el valor de un parámetro) del desplazamiento de la superficie exterior
en dirección normal a la misma.
Beaupré y cols. [6, 7], utilizando el modelo isótropo de Stanford, plantearon un modelo
combinado de remodelación ósea interna y externa. La variación de las coordenadas de los
nodos del contorno se calculaba directamente como la velocidad superficial de remodelación,
_r en dicho modelo.
Fridez y cols. [64, 65] proponían dividir el estímulo mecánico en dos contribuciones, una
para cada tipo de remodelación, a través de un parámetro  que debía ser ajustado. Estos
autores particularizaron su modelo general al planteado por Huiskes y cols. [105].
García-Aznar [75] utilizaba la idea de Fridez en su modelo combinado. En este caso, en
lugar de dividir el estímulo, lo que se dividía en dos partes era la respuesta ósea directamente,
es decir, _r: la velocidad superficial de remodelación ósea interna, _ri, y la velocidad superficial
de remodelación ósea externa, _re, de modo que _r = _ri + _re. El parámetro  utilizado para
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el reparto también debía ser ajustado.
Todos los modelos anteriores de remodelación ósea externa comparten una característica
común: el estímulo mecánico interno es el que marca, de alguna forma, el movimiento de
la superficie exterior del hueso. Sin embargo, tal y como se ha comentado anteriormente,
muchos estudios experimentales demuestran que la forma externa de los huesos, en especial
los huesos largos de las extremidades, están determinados, en gran medida, por la actividad
de la musculatura [58,129,145,159,213], en concreto por la presión que ejerce sobre los huesos.
Carpenter y Carter [26] desarrollaron un modelo que incorpora la influencia de este estímulo
mecánico superficial en la respuesta remodelatoria. En este modelo, sin embargo, existen
una gran cantidad de variables que, ante la imposibilidad de ser medidos directamente, son
supuestos por los autores. De este modelo se hablará más en detalle en el capítulo 6.
1.1.3. Composición y propiedades del callo óseo de fractura. Revi-
sión histórica
El estudio de la composición y microestructura del tejido óseo, así como de sus propie-
dades mecánicas, ha estado presente en la literatura prácticamente desde que se comienza a
investigar en biomecánica. Una breve revisión histórica sobre dichos trabajos, especialmente
los relacionados con el tejido fibroso que compone el callo óseo de fractura, se muestra a
continuación.
En los años 90, una serie de artículos del grupo de investigación dirigido por Palumbo
[61,144,195] fueron publicados sobre el estudio de la distribución de osteocitos en diferentes
tipos de tejidos óseo, entre ellos el tejido fibroso. Dichos estudios son la base para que, en
modelos posteriores, se pudiera cuantificar el nivel de porosidad lacuno-canalicular.
El tejido óseo que aparece durante el crecimiento de los huesos largos presenta similitudes
estructurales con el tejido fibroso que aparece en el callo óseo tras una fractura [71, 72,
160, 218]. En este sentido, Su y cols. [218] estudiaron la microestructura, composición y
propiedades mecánicas a nivel microscópico en secciones de diáfisis de fémur de fetos humanos
de 14 - 26 semanas de gestación.. Observaron una mayor desorganización en las fibrillas
de colágeno del tejido óseo de las capas exteriores, mientras que en las interiores dichas
fibrillas se disponían, preferentemente, en dirección longitudinal, lo que daba lugar a unas
propiedades anisótropas en la diáfisis del fémur. Como consecuencia de dicha observación, en
un estudio posterior [217], el propio Su junto con otros colaboradores estudiaron la influencia
de la disposición de las fibrillas de colágeno en la organización de los cristales de mineral del
tejido, observando que dichos cristales tenían, al igual que el caso del tejido lamelar, forma
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de plaquita, aunque con unas dimensiones menores.
Hernandez y cols. [98] también midieron la densidad de osteocitos en el tejido fibroso
o “woven bone”, que es el que forma el callo óseo de fractura, obteniendo unos resultados
similares a los de Remaggi y cols. [195].
Más recientemente, Morgan y cols. [167] publicaron un artículo en el que exponían algu-
nas cuestiones aún sin resolver sobre la reparación de fracturas óseas: los distintos candidatos
que, en distintos trabajos, habían sido propuestos como conductores del proceso de remode-
lación ósea del callo de fractura (presión hidrostática, flujo de fluido, deformación a cortante,
etc.), el modo en el que las señales necesarias para el proceso de reparación eran transmi-
tidas, etc. Una de estas cuestiones era la determinación de las propiedades mecánicas del
tejido óseo del callo, y en dos trabajos posteriores en ratas, Leong y Morgan [138,139] reali-
zaron medidas del módulo elástico del callo óseo mediante indentación y su correlación con
el contenido mineral.
Gardner y cols. [77] estimaron las propiedades mecánicas del callo óseo in vivo midiendo
el valor de la atenuación de los rayos X en la zona del callo en radiografías digitalizadas de
fracturas en humanos.
En cuanto a los modelos de comportamiento del tejido óseo, muchos son los autores que,
en los últimos años, han desarrollado distintos modelos micromecánicos. Sin embargo, hasta
donde sabemos, ninguno específico para describir el comportamiento mecánico del tejido
óseo fibroso.
Algunos de los autores que estudiaban el tejido lamelar, concretamente el tejido cortical,
usaban técnicas de homogeneización e incluso utilizaban un enfoque multiescala [49, 52, 79,
123,188,210], aunque no daban una descripción completa de la microestructura jerarquizada
propia de dicho tejido. El tejido cortical se caracteriza, como se verá en el capítulo 2, por
tener una alta organización desde la escala nano (constituyentes básicos) hasta la escala
micro (lamela y osteona). Esta organización tan característica sí era tratada de manera más
detallada por dos grupos de investigadores principalmente: el de Hellmich [66,92,93] y el de
Cowin [246,247].
Posteriormente, Martínez-Reina y cols. [150] desarrollaron un modelo micromecánico
multiescala del tejido cortical a partir del modelo de Yoon y Cowin [246, 247] en el que se
incluía la variabilidad del contenido de mineral del tejido a la hora de estimar las propiedades
de los distintos constituyentes del tejido cortical.
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1.2. Objetivos fundamentales de la tesis
De la revisión histórica realizada anteriormente se desprende que tanto la remodelación
ósea externa como el modelado del comportamiento micromecánico del callo óseo de fractura
han sido dos temas a los que se les ha prestado relativamente poca atención por parte de
los científicos. En lo que a la remodelación externa se refiere, la razón de esta ausencia de
trabajos científicos puede estar fundamentada en que este proceso supone un caso anormal
en la actividad del tejido óseo maduro de un individuo adulto. En efecto, la adaptación ósea
mayoritaria que se produce en el hueso en estos casos es de índole interna, con modificación
de las propiedades y/o estructura interna del tejido pero no de la forma externa del hueso.
En cuanto al modelado del comportamiento del tejido óseo fibroso para la estimación de
sus propiedades, varios aspectos deben ser tenidos en cuenta. Por un lado, el callo óseo de
fractura no es un tejido fácil de estudiar, pues se trata de una estructura compleja compuesta
por varios tipos de tejido óseo de distinta naturaleza (principalmente tejido óseo fibroso, pero
también tejido cartilaginoso). Esto se traduce en una alta heterogeneidad en el callo, tanto
en su composición como en sus propiedades. Por otro lado, se trata de un tejido de corta
duración, el cual va a sufrir cambios sustanciales tanto interna como externamente en un
período relativamente corto, entre 10 y 20 semanas [175].
Con el fin de intentar dar respuesta a estas dos grandes cuestiones, los objetivos de esta
tesis pueden dividirse en dos bloques: por un lado la obtención de un modelo micromecánico
para estimar las propiedades del tejido óseo fibroso, y por otro lado el desarrollo de modelos
combinados de remodelación ósea interna y externa capaces de simular los procesos mecá-
nicos y biológicos que se producen en la actividad remodelatoria de dicho callo de fractura.
Los objetivos principales de esta tesis son:
Conocer la composición y la estructura interna del tejido óseo fibroso.
Desarrollar un modelo micromecánico capaz de estimar las propiedades mecánicas del
tejido óseo fibroso a partir de la composición y estructura del mismo.
Comprobar la bondad de distintos modelos de remodelación ósea interna existentes
para el caso de la remodelación del callo óseo de fractura.
Diseñar un modelo de remodelación ósea externa fenomenológico que incluya la carga
superficial que los músculos ejercen sobre el hueso como una variable del modelo e
integrarlo en un modelo conjunto de remodelación ósea interna y externa.
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Estimar la variación de dicha carga superficial por la existencia de un callo óseo de
fractura.
Simular numéricamente el proceso completo de remodelación ósea del callo óseo de
fractura: estimar las propiedades del callo óseo utilizando el modelo micromecánico,
incluir dichas propiedades en una malla de elementos finitos real del hueso y el callo
de fractura, y simular la remodelación ósea interna y externa que se produce.
1.3. Descripción de la tesis
A continuación se realiza una breve descripción de los distintos capítulos que conforman
este trabajo.
El capítulo 2 sirve de introducción teórica a la componente biológica del trabajo. Se
hará una descripción de la biología ósea implicada en el proceso de remodelación ósea y
se comentarán las distintas microestructuras presentes en el hueso, su composición y su
importancia en las propiedades finales. Así mismo se explicará brevemente cómo se comporta
el hueso desde un punto de vista mecánico.
En el capítulo 3 se describen las medidas experimentales sobre muestras de tejido óseo
que han sido realizadas para conocer la composición del mismo. Cualquier tejido óseo esta
compuesto, principalmente, de mineral de calcio, colágeno y agua en distintas proporciones.
El cambio en esta composición, junto con la estructura particular del tejido, afectará a las
propiedades mecánicas de dicho tejido.
Una vez conocida la composición exacta del tejido, es posible desarrollar un modelo
micromecánico del tejido existente en el callo óseo conocido como tejido óseo fibroso o woven
bone para la estimación de sus propiedades mecánicas, que será realizado en el capítulo 4.
Una vez que se dispone de una estimación de las propiedades del tejido óseo fibroso
es el momento de trabajar con el posterior proceso de remodelación ósea. Los modelos
de remodelación ósea pueden dividirse en dos grupos en función de la forma de abordar
el problema: los modelos fenomenológicos y los modelos mecanobiológicos. El capítulo 5
se centra en el primer grupo, que pretende modelar el problema como una simple “caja
negra” en la que un determinado estímulo mecánico produce una actividad remodelatoria
que provoca cambios en la rigidez del tejido. Tras una breve revisión histórica de estos
modelos se detallará el que sirve de base para este capítulo, el modelo isótropo de Stanford,
así como un modelo anisótropo basado en la mecánica del daño. También se explicará el
modelo de remodelación ósea externa utilizado junto con este modelo fenomenológico. Los
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resultados de estos modelos son analizados en esta capítulo y se explicará por qué este tipo
de modelos no funciona adecuadamente para la mayoría de las aplicaciones.
El capítulo 6 está dedicado al otro grupo de modelos de remodelación: los modelos
mecanobiológicos. A diferencia de los modelos fenomenológicos, estos tratan de comprender y
modelar los procesos biológicos que tienen lugar en la remodelación: la detección por parte del
tejido del estímulo mecánico, la posterior actividad celular, el proceso de mineralización del
tejido, etc. Todo eso lleva aparejado un gran número de parámetros biológicos, algunos de los
cuales serán tratados en profundidad. Además de esto, en este capítulo se detalla el modelo
de remodelación ósea externa fenomenológico desarrollado en esta tesis y su implementación
junto con el modelo mecanobiológico expuesto. En el capítulo 6 también se presentarán los
resultados de distintas simulaciones realizadas sobre el modelo combinado propuesto que
sirven para validar el uso de este modelo en aplicaciones sencillas.
A continuación, en el capítulo 7 y una vez caracterizado convenientemente el modelo
combinado en el capítulo anterior, se utiliza dicho modelo de remodelación interna y externa
como herramienta para la simulación del proceso de remodelación ósea de un callo óseo de
fractura.
Por último, en el capítulo 8 se extraerán una serie de conclusiones finales, se enumerarán
las aportaciones originales más importantes que proporciona esta tesis y se propondrán
distintas líneas de investigación a desarrollar en el futuro.
Una serie de anexos han sido incluidos al final del trabajo como complemento a algunos
de los aspectos mencionados en los distintos capítulos de esta tesis.
Capítulo 2
Estructura, composición y
propiedades del hueso
2.1. Introducción
El reino animal se caracteriza, entre otras cosas, por su capacidad para la locomoción.
Dentro del reino animal, los animales vertebrados constituyen un importante y numeroso
grupo. El esqueleto de los animales vertebrados está formado por un sistema de elementos
rígidos (huesos) unidos entre sí mediante las articulaciones. El esqueleto humano adulto está
compuesto por 206 huesos, aunque en niños, y más aún en recién nacidos, este número es
mayor. El motivo es que algunos huesos están inicialmente separados en trozos y unidos entre
sí por cartílago para facilitar la salida del niño por el canal del parto. Con el crecimiento dicho
cartílago se osificará mediante osificación endocondral. Sobre los huesos actúa el sistema
muscular aportando movilidad a estos. Las principales funciones del esqueleto son:
(a) Conforma un soporte para la inserción de los músculos para formar conjuntamente el
aparato locomotor.
(b) Sirve de protección para los órganos internos del individuo, los cuales son esenciales
para la vida.
(c) Actúa como reserva de la médula ósea, fuente para el organismo de los globulos rojos
y blancos.
(d) Actúa como reservorio de calcio.
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Por todo ello, es normal la gran variedad de tipos de huesos que existen, puesto que cada
uno puede tener una o varias de las funciones anteriores. Por ejemplo, el fémur es esencial
para el aparato locomotor de los mamíferos, pero también destaca su importancia como
almacén de células sanguíneas.
2.2. Estructura del tejido óseo
En la fig. 2.1 se diferencian las partes principales de un hueso largo, que son los que so-
portan las mayores cargas. A través de un corte longitudinal desde cada uno de los extremos
hasta el centro del hueso se pueden distinguir 4 zonas distintas: la epífisis, donde se articula
con otros huesos a través del cartílago articular, la placa epifisaria, responsable del creci-
miento longitudinal de los huesos largos por osificación endocondral, la metáfisis, también
involucrada en el proceso del crecimiento óseo, y la diáfisis, la zona central del hueso que
une ambos extremos. Transversalmente se observan 3 zonas: el periosteo, la capa exterior del
hueso, el endosteo, la capa que recubre el tejido óseo por el interior, y la cavidad medular,
el hueco que recorre la diáfisis en donde se encuentra la médula ósea amarilla.
Figura 2.1: Partes de un hueso largo. A: Epífisis. B: Placa epifisaria. C: Metáfisis. D: Diáfisis.
E: Cavidad medular. F: Endosteo. G:Periosteo. H: Cartílago articular. Adaptado de Fung
[73].
Existen varios formas de clasificar los huesos: en función de la forma externa (largos,
cortos, planos), de como se forman (hueso primario o hueso secundario), del tipo de tejido
que lo componen (cortical o trabecular), etc. Atendiendo a esta última clasificación:
Cortical o compacto: posee una porosidad baja (aproximadamente un 10%), y con-
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forma el 80% del esqueleto humano. Se encuentra en la zona central de los huesos
largos, así como recubriendo el hueso trabecular de los huesos largos, cortos y planos.
Se estructura a través de las osteonas, cilindros longitudinales formados por lamelas
(placas formadas por fibras de colágeno y mineral) alrededor del canal de Havers que
contiene vasos sanguíneos y nervios. Además de estos canales existen otros transver-
sales, los canales de Volkman, que conectan los canales de Havers entre sí y con el
periosteo.
Trabecular o esponjoso: posee una porosidad alta (entre un 50 y un 90%). Se
encuentra en los extremos de los huesos largos y en los huesos cortos y planos. Se
estructura a través de una red de celdas tridimensionales de material óseo que se llaman
trabéculas, que le confieren ese aspecto esponjoso característico. Dichas trabéculas se
disponen según la dirección de la carga para trabajar de un modo más eficaz.
En la fig. 2.2 se puede apreciar la sección de un hueso largo, donde se distinguen los dos
tipos de hueso comentados, así como las estructuras internas del mismo.
2.3. Composición del tejido óseo
El tejido óseo está compuesto por diferentes tipos de células óseas y una matriz extrace-
lular mineralizada que le confiere a este tejido su dureza.
2.3.1. Matriz extracelular
La matriz extracelular es la principal responsable de las propiedades mecánicas del te-
jido óseo. Está compuesta principalmente por una fase mineral (cristales de hidroxiapatita,
que representa aproximadamente el 70% del peso), fase orgánica (en su mayoría fibras de
colágeno tipo I, representando el 20% del peso) y agua (10% del peso). Además, hay que
tener en cuenta que la matriz extracelular no es compacta, sino que posee poros rellenos de
médula ósea.
Fase mineral: está compuesta por cristales puros de hidroxiapatita, Ca5 (PO4)3OH,
con impurezas sustituyendo algunos de los iones de su formulación. Dichos cristales
tienen forma hexagonal, pero al agruparse con otros forman cristales con geometría
ortogonal de dimensiones medias de 25 x 50nm [198,235,254] (aunque el rango es muy
grande, 10 100nm [141,201]), mientras que el espesor es de 2 3nm [141] (fig. 2.3.a).
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Figura 2.2: Seccion de un hueso largo. A: Hueso cortical. B: Hueso trabecular. C: Osteona.
D: Canal de Havers. E: Vasos sanguíneos. F: Canal de Volkman. G: Lamelas. H: Periosteo.
I: Vasos sanguíneos y nervios. Adaptado de Kahle [116]
Fase orgánica: se trata principalmente de colágeno tipo I, aunque también contiene
pequeñas cantidades de colágeno tipo V y XII y otras proteínas. Se agrupan en fibras
formadas por una triple hélice a derechas de cadenas (cada cadena está formada por
una triple hélice a izquierdas de polipéptidos) de 300nm de largo y 1:5nm de diámetro,
y se agrupan dejando un hueco de unos 40nm y un solape con la siguiente fibra de
27nm [102] (fig. 2.3.b).
La caracterización de la composición volumétrica del tejido es muy importante, y especial-
mente de la matriz extracelular, pues es la que confiere al hueso sus propiedades mecánicas.
Como ya se ha dicho, el tejido óseo contiene poros, por lo que el volumen total del hueso,
VT , se descompone en el volumen de matriz ósea compacta, Vb, y volumen de poros, Vv1:
1A lo largo de todo este trabajo se ha utilizado la misma notación para distinguir las variables extensivas,
en mayúsculas, de las intensivas, en minúsculas. De esta forma, la masa (o volumen) total de un componente
x será Mx (Vx), mientras que la masa (volumen) de dicho componente por unidad de masa (volumen) de
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Figura 2.3: Organización de la matriz extracelular: a) Fase mineral (adaptado de Yoon y
Cowin [247]), b) Fase orgánica.
VT = Vb + Vv (2.1)
A partir de esta definición se pueden calcular las fracciones volumétricas de hueso com-
pacto, vb, y la fracción volumétrica de poros o porosidad, p, como:
vb =
Vb
VT
(2.2a)
p =
Vv
VT
= 1  vb (2.2b)
La composición volumétrica de la matriz ósea se describe con las siguientes ecuaciones:
Vh + Vc + Vw = Vb (2.3a)
vh =
Vh
Vb
vc =
Vc
Vb
vw =
Vw
Vb
9>>>=>>>; ) vh + vc + vw = 1 (2.3b)
donde Vx es el volumen del componente x (mineral h, colágeno c y agua w) y vx es la fracción
volumétrica de dicho componente en el tejido. De la misma forma, para la composición
tejido o fracción másica (volumétrica) será mx (vx).
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másica de la matriz ósea:
Mh +Mc +Mw = Mb (2.4a)
mh =
Mh
Mb
mc =
Mc
Mb
mw =
Mw
Mb
9>>>=>>>; ) mh +mc +mw = 1 (2.4b)
donde Mb es la masa de tejido y Mx y mx son las masas y fracciones másicas del compuesto
x en el tejido, respectivamente.
La densidad del tejido, b, será por tanto:
b =
Mb
Vb
=
Mb
Mh
h
+ Mcc +
Mw
w
=
1
mh
h
+ mcc +
mw
w
(2.5)
donde x es la densidad del compuesto x en el tejido. Por otro lado se tiene, a partir de la
definición intrínseca de la variable relativa respecto a la variable absoluta, lo siguiente:
Mx = mxMb
Mx = xVx = xvxVb
9=; ) vx = mx MbVbx = mx bx (2.6)
Sustituyendo la ec. (2.5) en (2.6) se tiene una expresión que relaciona el contenido en
masa de cada componente del tejido con su contenido en volumen a través de las densidades
de sus distintos compuestos:
vx =
mx
x(
mh
h
+ mcc +
mw
w
)
para x = h; c; w (2.7)
La fracción de ceniza es un parámetro que caracteriza el grado de mineralización del tejido
y, por tanto, las propiedades mecánicas. En capítulos posteriores se hará un uso intensivo
de esta variable. Baste ahora con conocer su definición formal, esto es, la fracción másica
de cenizas en una muestra seca, que para el caso del tejido óseo será la masa de mineral
dividida por la suma de la masa de mineral y la masa de colágeno, es decir, eliminando el
agua:
 =
Mh
Mh +Mc
=
Vhh
Vhh + Vcc
=
vhh
vhh + vcc
(2.8)
donde h = 3:12 g=cm3 y c = 1:43 g=cm3 son, respectivamente, las densidades del mineral
y del colágeno [134].
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2.3.2. Tipos de células óseas y su función
Las células óseas son las encargadas de proporcionar al hueso su capacidad de remode-
lación. Así, el hueso reconoce de alguna forma dónde es necesario cambiar sus propiedades
mecánicas o su forma (por un defecto, por ejemplo) debido a las cargas a las que es some-
tido y desencadena una serie de señales bioquímicas que activan las células encargadas del
proceso remodelatorio. Existen 4 tipos diferentes de células óseas que se aprecian en la fig.
2.4, cada una con un rol concreto en este proceso:
Osteoclastos: son células multinucleadas cuya misión es la de reabsorber el tejido
óseo, tanto el dañado para su posterior reparación, como el que no soporta carga.
Son producidas por la médula ósea, y tienen un borde rugoso en contacto con la
matriz ósea donde segrega ácidos que hacen disminuir el pH y disuelven la fase mineral
del tejido [21]. A continuación reabsorben la fase orgánica con la acción de enzimas,
avanzando hacia el interior del tejido a una velocidad de decenas de micras al día [148].
Al finalizar la reabsorción reciben una señal de tipo bioquímica y sufren apoptosis
(suicidio celular programado).
Osteoblastos: son células mononucleadas cuya misión es la de formar la fase orgánica
del tejido: el osteoide. No forman mineral, este aparece durante la fase de mineralización
desplazando el agua del tejido. Los osteoblastos son producidos tanto en la médula ósea
como en la capa interna del periosteo bajo ciertos niveles de estímulo mecánico [148].
Siguen a los osteoclastos (siguiendo una señal bioquímica) [187] rellenando la cavidad
de reabsorción con osteoide a una velocidad aproximada de 1m=día [148]. Una vez
completada su misión pueden sufrir apoptosis o diferenciarse a osteocitos o a células
de borde.
Osteocitos: son osteoblastos que han quedado atrapados dentro de la matriz ósea. Al
diferenciarse cambian su forma y aparecen unas ramificaciones que ocupan los túneles
de la matriz y les permite conectarse entre sí y con las células de borde. Mas del 90%
de las células óseas son osteocitos, y tienen un papel fundamental en la transmisión
de señales en el tejido óseo [163,191].
Células de borde: son osteoblastos que han finalizado su misión de segregación de
osteoide en la superficie de la matriz ósea, por lo que se diferencian y cambian su forma
a una más plana y alargada, cubriendo toda la matriz. Su misión principal es la de
servir de control de la remodelación, iniciándola. Además sirven como protección de
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la matriz ósea frente al ataque de agentes químicos existentes en la sangre.
Figura 2.4: Micrografía donde se diferencian las 4 células óseas. El osteoclasto multinucleado
ha comenzado a disolver el hueso mineralizado, mientras que un osteoblasto antiguo está
terminando de depositar osteoide. Se pueden apreciar los osteocitos diseminados por todo
el tejido óseo, así como las células de borde que lo recubren a excepción de la zona donde
actúa el osteoclasto. Tomada de [3]
2.4. Morfología del fémur
Aunque todo lo contenido en este capítulo es válido para cualquier hueso del esquele-
to humano, las simulaciones de remodelación ósea se harán posteriormente en modelos de
elementos finitos de un fémur humano. Por tanto se hace indispensable conocer algunas
nociones básicas de la anatomía de este hueso (fig. 2.5).
El fémur es el hueso más largo del cuerpo humano. Se articula en su extremo distal con la
tibia, a través de la articulación de la rodilla, y en su extremo proximal con la pelvis (hueso
ilíaco), a través de la articulación de la cadera. Con el sujeto de pie en posición vertical se
encuentra ligeramente inclinado, de arriba a abajo y de fuera hacia dentro. Además presenta
una torsión a lo largo de su eje longitudinal.
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Se distingue un cuerpo central o diáfisis y dos extremos o epífisis.
Epífisis superior: en ella se aprecia una protuberancia aproximadamente esférica
conocida como cabeza del fémur, que sirve de apoyo articular con la cadera. Esta cabeza
está conectada al resto de la epífisis por medio del cuello. Además se distinguen otras
dos protuberancias más pequeñas, el trocánter mayor y el trocánter menor, que sirven
de punto de inserción para diversos músculos.
Epífisis inferior: se divide en dos protuberancias laterales de similar tamaño, el
cóndilo lateral y el cóndilo medial, separados entre ellos por una depresión articular.
En la superficie inferior de ambos cóndilos es donde se produce la articulación con la
tibia.
Figura 2.5: Fémur humano derecho.
Como en todos los huesos largos, la diáfisis del fémur tiene estructura tubular y está
compuesta por una capa externa de tejido cortical, limitada por el periosteo que la protege
del exterior y por el endosteo que la protege del ataque de agentes químicos que contiene
24 2. Estructura, composición y propiedades del hueso
la médula ósea. Esta se encuentra en el hueco interior de la diáfisis, denominado cavidad
medular. A efectos del modelo de elementos finitos el fémur se considerará hueco en su zona
central, no modelándose la médula ósea. Las epífisis del fémur se componen principalmente
de tejido trabecular, rodeado por una fina capa externa de hueso cortical. Las trabéculas se
orientan en las direcciones de carga, por lo que en la epífisis proximal se puede observar que
dichas trabéculas están prácticamente alineadas con la orientación del cuello del fémur (fig.
2.6).
Figura 2.6: Radiografía de la cabeza de un fémur. Tomado de Skedros y Baucom [214].
2.5. Fractura ósea del fémur
Como ya se ha comentado anteriormente, los huesos tienen, entre otras, la función de
proteger los órganos internos y soportar las cargas normales a que está sometido el cuerpo
durante la actividad diaria. En el desempeño de estas funciones el tejido óseo puede sufrir
una interrupción en su continuidad espacial que se denomina fractura ósea. Dicha fractura
puede tener distintos grados de importancia, desde microrroturas o fisuras, en las que solo
una pequeña parte del tejido muy localizado sufre daño, quedando el resto del hueso intacto,
hasta fracturas en las que el tejido se daña de forma evidente. En este último caso se puede
distinguir entre fractura completa o incompleta en función de si la fractura afecta a la sección
completa del hueso o no.
El motivo por el cual se produce una fractura puede ser muy diverso, aunque se suele
dividir en tres grandes grupos:
Por acción directa: el estado tensional que provoca la fractura es debido a la acción
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directa de una fuerza excepcionalmente alta actuando sobre el punto donde se produce
la fractura ósea. Por ejemplo: golpear con un objeto contundente sobre un hueso largo.
Por acción indirecta: la carga que provoca la fractura no se aplica directamente en
el punto donde esta se produce, sino en un punto alejado de la misma. Es un caso
típico de acciones de flexión o torsión de huesos largos, por ejemplo en traumatismos
por caídas en los que la acción del suelo en los pies provoca la rotura de los huesos de
la pierna sometidos a flexión.
Por fatiga: el estado tensional que provoca la fractura no es de una intensidad anor-
mal, sino que la acción repetida y continuada en el tiempo va produciendo microgrietas
que van dañando progresivamente el tejido y producen finalmente la rotura. Normal-
mente dichas microgrietas son reparadas por la actividad remodelatoria normal del
tejido antes de llegar a la fractura. Sin embargo, en casos de enfermedad, desuso del
tejido o simplemente por falta de tiempo, dicha remodelación ósea puede ser insufi-
ciente y una pequeña sobrecarga adicional puede producir la fractura.
En el caso particular de esta tesis se está interesado en lo que ocurre después de una
fractura de fémur a nivel diafisario, aunque igualmente sería válido para otro hueso largo. A
la fractura le sigue un proceso de reparación en el que, a lo largo de distintas fases, el fémur
recupera sus propiedades y forma [16,18,87,211,229,230]:
A) Fase reactiva
1. Desde el momento en el que se produce la fractura, los vasos sanguíneos daña-
dos causan un hematoma. Esta fase suele ser dolorosa y estar acompañada de
inflamación en la zona dañada.
2. Conforme las células sanguíneas van muriendo [17, 18], los fibroblastos sobrevi-
ven y comienzan a multiplicarse formando un agregado celular que, junto con
pequeños vasos sanguíneos, forman el tejido granular [87].
B) Fase reparativa
3. Comienzan a aparecer los primeros signos de osificación: las células de los extre-
mos distal y proximal de la fractura comienzan a diferenciarse en condroblastos
y osteoblastos para formar el callo óseo de fractura. Este abultamiento de tejido
fibrocartilaginoso termina cerrando la fractura y mineralizándose, restaurando,
en parte, la rigidez original [16].
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4. A continuación el tejido fibroso es reemplazado por tejido lamelar: la matriz
mineralizada es penetrada por pequeños vasos sanguíneos, que transportan los
osteoblastos que inician la formación de tejido lamelar sobre la matriz ósea [16,
18,87]. De este modo la rigidez de la zona aumenta.
C) Fase remodelatoria
5. Finalmente tiene lugar la fase de remodelación. El callo sufre una adaptación
de su estructura interna y de su forma exterior, y por lo tanto también de sus
propiedades mecánicas. Las trabéculas son sustituidas por tejido óseo compacto,
formándose hueso cortical para, finalmente, alcanzar unas características similares
a las que tenía antes de la fractura.
El callo de fractura formado suele tener una sección mayor que la del hueso original, ya
que rigideces menores, como la del callo, requieren secciones mayores para soportar la misma
carga. Dicho callo óseo, que se produce tanto en la zona externa del periosteo como en la
interna del endosteo, se identifica por un abultamiento en la zona de la fractura (fig. 2.7).
La posterior remodelación ósea cambiará tanto la microestructura y rigidez del callo como
su forma.
Figura 2.7: Imagen histológica de una sección longitudinal del callo en formación del meta-
tarso de una oveja. Tomado de Claes y Heigele [34].
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2.6. Remodelación ósea
Como ya se ha comentado, el hueso es un material capaz de reparar los defectos que
presente su estructura. Pero esta actividad de autoreparación es solo una parte de la gran
capacidad de adaptación que posee: el hueso es sensible a las cargas a las que es sometido y
adapta su forma y propiedades en consecuencia. A esta capacidad de adaptación se le conoce
como remodelación ósea (RO). La remodelación ósea puede dividirse en dos según la parte
del hueso donde ocurra:
Remodelación ósea interna (ROI): definida por Frost [69] como bone remodelling,
tiene lugar en el interior y con ella el hueso adapta su densidad y microestructura y,
por tanto, sus propiedades mecánicas.
Remodelación ósea externa (ROE): tiene lugar sobre la superficie del hueso, ya
sea el periosteo o el endosteo y con ella el hueso adapta su forma externa. Frost [69]
definió este proceso como bone modelling.
Ambos procesos, aún siendo distintos, pueden darse simultáneamente y tienen como meta
regular el estímulo mecánico del hueso dentro de unos valores moderados: ni tan altos que
puedan provocar fracturas no deseadas, ni tan bajos que resulten en un hueso poco cargado
y, por tanto, ineficiente desde el punto de vista resistente. A esta regulación se le conoce
como principio de auto-optimización de Carter [30]. La remodelación, por tanto, elimina
material óseo donde no es necesario y lo deposita donde sí lo es.
La actividad remodelatoria del tejido óseo es una consecuencia directa de la composición
celular y microestructura del tejido óseo, por lo que es necesario conocer cómo funciona
biológicamente dicho tejido.
2.6.1. Remodelación ósea interna
La remodelación ósea interna supone una compleja sucesión de señales bioquímicas y
actividad celular que conlleva primero la reabsorción de hueso (por ser innecesario o por
estar dañado) y la posterior formación de tejido nuevo. Este proceso ocurre de manera
coordinada gracias a la asociación temporal entre osteoclastos y osteoblastos conocida como
BMU (Basic Multicellular Unit) [68, 69]. A la secuencia de sucesos que tiene lugar durante
el proceso remodelatorio se le conoce como Secuencia ARF [181]. Aunque dicha secuencia
estrictamente solo contempla 3 fases (activación-reabsorción-formación, de ahí su nombre)
suele extenderse para incluir el proceso completo, quedando dividida en 6 fases:
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1. Activación: Como ya se ha visto, en el tejido óseo existe un entramado de osteoci-
tos conectados entre sí y con las células de borde por medio de ramificaciones. Estas
discurren por los canalículos, rodeadas de médula ósea que al fluir riega todo el teji-
do proveyéndolo de nutrientes. Dichas ramificaciones o filamentos son sensibles a las
tensiones tangenciales producidas por dicho flujo [122], el cual fluye a través de los ca-
nalículos gracias al estímulo mecánico cíclico que los deforma [22]. Si dicho flujo por los
canalículos se interrumpe, bien por falta de estímulo mecánico, bien por la presencia
de microgrietas, de menor impedancia que los canalículos y que, por tanto, desvían el
flujo, los osteocitos envían una serie de señales bioquímicas a las células de borde para
que estas activen una BMU y comience el proceso remodelatorio [163,190,191,226].
2. Reabsorción: Las células de borde son las encargadas de comenzar la remodelación.
Según la teoría inhibitoria de Martin [147], su tendencia es la de promover la remo-
delación en todo momento, pero la señal inhibitoria que reciben de los osteocitos se
lo impide. Al dejar de sentirla, segregan una sustancia química, el RANK-L, que es
detectada por la proteína RANK de los precursores de los osteoclastos, presentes en
la médula ósea, provocando su diferenciación y fusión en osteoclastos maduros. Con-
juntamente, las células de borde cambian su forma contrayéndose, dejando libre la
superficie del hueso a reabsorber por dichos osteoclastos. Estos comienzan la reabsor-
ción del tejido disolviendo la matriz extracelular y formando un túnel hacia el interior
en el hueso cortical (fig. 2.8) y un hueco superficial en el hueso trabecular (fig. 2.9).
3. Inversión: La formación del nuevo tejido corre a cargo de los osteoblastos, pero la
activación de estos no es inmediata. En el ser humano ocurre unos 30 días después
de la activación de los osteoclastos. Dado que la actividad de los osteoclastos para
terminar de horadar una sección en un determinado punto dura unos 24 días, transcu-
rren aproximadamente 8 días en el período conocido como inversión, durante el cual
la superficie del hueso que ha quedado expuesta se prepara para recibir el osteoide que
formarán los osteoblastos en la siguiente fase.
4. Formación: Los preosteoblastos son formados por diferenciación de células madre me-
senquimales y atraídos a las paredes de la cavidad dejada por los osteoclastos por
factores químicos. Allí maduran, dando lugar a los osteoblastos que comienzan a de-
positar osteoide (colágeno y agua) rellenando la cavidad de reabsorción (fig. 2.8 y 2.9).
Jaworski y Hooper [114] demostraron que los osteoblastos no avanzan con la BMU, sino
que al terminar de rellenar la sección en la que han formado osteoide se diferencian a
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osteocitos o a células de borde o sufren apoptosis. En otras secciones del hueso será ne-
cesario atraer a otros preosteoblastos. Según Roberts y cols. [199], los preosteoblastos
mantienen su población dividiéndose por mitosis antes de diferenciarse a osteoblastos,
para lo cual es necesario un cierto nivel de estímulo tal y como confirmaron Barou y
cols. [4]. El proceso completo de diferenciación dura 60 días.
5. Mineralización: Los osteoblastos solo depositan osteoide, es decir tejido no minerali-
zado. El mineral comienza a aparecer unos 12 días después de haber sido depositado
el osteoide [55, 171], al desplazar al agua contenida en este. Al principio esta minera-
lización es muy rápida, alcanzándose valores del 70% [95] del valor de saturación en
pocos días [178]. A esta fase del proceso de mineralización se le conoce como primaria.
A partir de aquí comienza la fase de mineralización secundaria, que se define como el
tiempo entre el final de la fase primaria y el instante en el que se alcanza el 95% del
valor de saturación [95,178], y dura entre 6 meses [182] y 2 años [70].
6. Final de la remodelación: Los osteoclastos sufren apoptosis y la BMU se detiene. Los
osteoblastos terminan de rellenar la cavidad y se diferenciarán a osteocitos o células
de borde en función de donde hayan quedado atrapados. Dichas células de borde se
encargarán de iniciar una futura BMU en esta zona si fuera necesario. Conviene indicar
que la actividad de la BMU termina mucho antes de que el tejido se mineralice por
completo, puesto que la vida media de una BMU es de unos 100 días (unos 3 meses).
Figura 2.8: BMU en hueso cortical. Adaptado de Fridez [64].
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Figura 2.9: BMU en hueso trabecular. Adaptado de Fridez [64].
2.6.2. Remodelación ósea externa
La remodelación ósea externa modifica la morfología del hueso, y por tanto la actividad
de osteoclastos y osteoblastos no es secuencial, sino que implica la activación de solo un tipo
de estas células en función de las necesidades.
Los osteoclastos y osteoblastos, como ya se ha comentado anteriormente, aparecen sobre
la superficie del hueso, ya sea en la capa externa (periosteo o endosteo) o internamente en
la superficie de los poros. En ese caso, para que se pueda dar la formación debe existir nece-
sariamente una reabsorción previa, dando lugar a una BMU. Sin embargo, en la superficie
externa del hueso es posible tanto la formación como la reabsorción de tejido sin necesidad
de una actividad previa, dando lugar a la remodelación ósea externa. En ella la forma del
hueso se modifica por la reabsorción del tejido por parte de los osteoclastos y/o la formación
por parte de los osteoblastos.
La remodelación ósea externa se puede producir como consecuencia de muchos factores,
con o sin mediación de un trauma previo. Algunos de ellos están asociados al propio creci-
miento óseo, mientras que en otros la actividad remodelatoria externa se produce con el fin
de adaptar el hueso a cambios bruscos en las condiciones de carga del mismo:
Crecimiento de los huesos largos. Conforme los huesos largos van creciendo es necesa-
rio modificar la forma externa del hueso. El alargamiento de dichos huesos se produce,
al contrario de lo que se podría esperar, como consecuencia de una actividad celular
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interna y no externa. En efecto, el hueso crece por la placa epifisaria, lugar en la que
se produce la formación de células óseas que van “empujando” a la epífisis y alargando
el hueso. Por tanto, la remodelación ósea externa no interviene en este proceso direc-
tamente, aunque sí lo hace como consecuencia del mismo dado que conforme el hueso
crece es necesario modificar su diámetro:
 Reducción del diámetro de la metáfisis: conforme el hueso va creciendo longitudi-
nalmente, el tejido que antes formaba parte de la metáfisis va ocupando la zona
de la diáfisis (fig. 2.10.a). Como la metáfisis tiene un diámetro mayor que el que
tendrá la diáfisis, es necesaria la actividad osteoclástica para reducir su diámetro.
 Aumento del diámetro de la diáfisis: para mantener la proporción del hueso es
necesario que, junto con el crecimiento longitudinal, se produzca un crecimiento
radial. Para ello no solo se produce formación en el periosteo por la actividad
de los osteoblastos, sino que, además, y con el fin de cumplir con el principio de
auto-optimización de Carter, se reduce la masa ósea reabsorbiendo tejido óseo en
el endosteo por la actividad de los osteoclastos (fig. 2.10.b).
 Modificación de la curvatura: durante el crecimiento de los huesos largos es normal
que la curvatura del mismo se reduzca, tendiendo el órgano a enderezarse. Para
ello existe una acción conjunta de osteoclastos y osteoblastos que reabsorben en
la superficie lateral del periosteo y endosteo, y forman en la superficie medial (fig.
2.10.c).
Crecimiento de los huesos planos: en general, la función de los huesos planos es la de
proteger los órganos blandos internos del organismo, por ejemplo los huesos del tórax o
el cráneo. Si se piensa en este último, el cráneo está formado por distintos huesos que,
inicialmente, se encuentran separados. Conforme el individuo va creciendo es necesario
el crecimiento de los mismos para albergar un cerebro cada vez mayor. Sin embargo,
este crecimiento no solo se da en las líneas de sutura, sino que también es necesario una
reabsorción en la capa interna de los huesos y formación en la externa para modificar
su curvatura.
Respuesta de tipo traumática: en estos casos la modificación de la morfología ósea no
se produce por la inevitable necesidad del crecimiento óseo, sino como respuesta del
organismo hacia cambios en la forma de trabajar de los huesos, principalmente en el
caso de los huesos largos.
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a)
b) c)
Figura 2.10: Ejemplos de ROE: a) Reducción del diámetro de la metáfisis. b) Aumento del
diámetro de la diáfisis. c) Modificación de la curvatura de la diáfisis. Adaptado de Martin y
cols. [148].
 Fractura ósea: como ya se ha comentado anteriormente, al producirse una frac-
tura, una de las etapas necesarias en la consolidación ósea es la creación de un
callo óseo, normalmente de mayor diámetro que el hueso original. Una vez que
comienza la remodelación ósea interna, las propiedades mecánicas de dicho teji-
do cambian, aumentando tanto su rigidez como su resistencia. Por tanto, y para
cumplir con el principio de auto-optimización de Carter, ya no es necesario dis-
poner de tanto material óseo maduro, por lo que la sección del callo se reduce por
la acción de osteoclastos tanto en el endosteo como en el periosteo.
 Traumas severos: El organismo también es capaz de responder a traumatismos
severos que involucren una modificación permanente en las condiciones de carga
de los huesos. Lanyon y cols. [130] realizaron un experimento que ejemplifica a la
perfección este fenómeno (fig. 2.11). Estos autores extirparon el cúbito de la pata
delantera izquierda de ovejas adultas y estudiaron el efecto que dicha acción tenía
sobre el radio en dicha pata. Observaron que, tras un periodo de 1 año, la sección
del radio había aumentado en dirección medial, es decir, hacia el lado del hueso
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extirpado (fig. 2.11.b). Además, calcularon el área de la sección transversal de la
pata delantera derecha (no osteotomizada) e izquierda (osteotomizada) antes de
la extirpación y un año después de la misma (tabla 2.1). Como puede observarse,
justo antes de la operación el área del radio en ambas patas eran iguales. Al
cumplirse un año desde la extirpación, tanto el radio como el cúbito derecho había
aumentado como consecuencia del crecimiento normal del animal. Sin embargo,
el crecimiento del radio izquierdo fue mucho mayor, llegando a tener una sección
con la misma área que radio y cúbito derecho juntos.
a) b)
Figura 2.11: a) Sección transversal del radio y cúbito de oveja en una pata sana. b) Sección
transversal del radio de oveja tras la extirpación del cúbito. Se pueden apreciar evidentes
signos de formación ósea en el cortex inferior. Tomado de Lanyon y cols. [130].
Área Original (mm2) Área 1 año (mm2)
Radio Cúbito Total Radio Cúbito Total
No osteotomizada (n = 3) 115 6 17 6 133 7 121 6 20 2 141 8
Osteotomizada (n = 3) 115 8 - 115 8 141 10 - 141 10
Tabla 2.1: Área de la sección transversal del tejido óseo en el radio y el cúbito (mm2) para
las extremidades osteotomizadas y no osteotomizadas al principio del experimento y después
de 1 año de ejercicio. Adaptado de Lanyon y cols. [130].
La remodelación ósea externa responde, por tanto, a dos tipos de estímulos mecánicos,
cuyo efecto pueden estar acoplados o no: el estímulo interno o intracortical y el externo o
superficial.
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Por una parte, al igual que en el caso de la remodelación ósea interna, la proliferación de
osteoclastos puede deberse a la existencia de zonas con un estímulo mecánico interno bajo,
en las cuales el material puede ser reabsorbido con el fin de conseguir una mayor eficiencia
(desaparición del callo óseo de fractura, disminución del diámetro de la epífisis, etc.). Del
mismo modo, la formación por parte de los osteoblastos se produce en zonas con un estímulo
mecánico alto (aumento del diámetro de la diáfisis, cambios en la curvatura de los huesos
largos, etc.).
Por otro lado, la acción de cargas en la superficie del hueso también son capaces, por
sí mismas, de iniciar la remodelación ósea externa. Las cargas de tracción producen pro-
tuberancias en la superficie de los hueso, como en el caso de los trocánteres del fémur,
que sirven como punto de inserción de varios músculos. Así mismo, la compresión tam-
bién es capaz de modelar externamente el hueso promoviendo la reabsorción. Son muchos
los autores que han reportado el efecto que sobre la tibia de muchos invertebrados tiene
la acción de los músculos que la rodean, dando lugar una sección transversal con forma
triangular [26,58,129,145,159,213].
El ejemplo del callo óseo sirve para ilustrar perfectamente el efecto conjunto de un es-
tímulo mecánico interno bajo y un estímulo mecánico superficial de compresión alto, que
promueven la reabsorción del callo. Como se ha dicho en párrafos anteriores, una vez que el
tejido fibroso del callo es remodelado internamente y sustituido por tejido lamelar maduro
con mayor rigidez, la eficiencia del tejido superficial disminuye mucho (no es necesaria tanta
cantidad de tejido en esa zona), por lo que los osteoclastos entran en acción reabsorbién-
dolo. Pero además de esto, y de forma simultánea, hay que tener en cuenta el efecto de la
musculatura circundante: los músculos que rodean al hueso largo se encuentran, en el caso
de un hueso sano, comprimiendo la superficie con una determinada carga. Si ahora en dicha
superficie existe una protuberancia como la del callo, la presión de los músculos sobre la
misma será mayor, aumentando la reabsorción de la zona.
2.7. Propiedades mecánicas
A lo largo de este capítulo se ha puesto de manifiesto la heterogeneidad que existe en
cuanto a la composición y microestructura del tejido óseo se refiere. Dependiendo del tipo de
hueso, de su función e incluso de la localización específica del tejido óseo dentro del propio
órgano, dicho tejido puede presentar características muy diversas. Por ejemplo, el tejido
cortical del cúbito y el radio es más resistente y rígido a tracción que el de los huesos de la
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pierna, y sin embargo ocurre al contrario si se trata de las propiedades a compresión. Esto
está relacionado con la forma de trabajar de uno y otro hueso y pone de manifiesto cómo
el hueso optimiza su estructura y composición localmente para mejorar sus propiedades y
adaptarlas al tipo de carga a las que se encuentra normalmente sometido. Pero, en general, se
puede decir que el hueso es un material heterogéneo, anisótropo y asimétrico. Es heterogéneo
porque existe una gran variabilidad en la composición de los distintos tejidos, existiendo
una dependencia directa de las propiedades mecánicas con dicha composición; es anisótropo
porque presenta comportamientos muy diferentes en función de la dirección; y es asimétrico
porque depende del sentido de la carga (tracción o compresión).
2.7.1. Heterogeneidad
Porosidad: El tejido óseo no es un material compacto, sino que presenta porosidad
que puede llegar a ser de hasta el 90% en el caso del hueso trabecular. Esto hace que un
aumento en la porosidad provoque una disminución drástica de la rigidez y resistencia a
nivel macroscópico. Sin embargo, hay que tener en cuenta que esta no es la única razón
de tal diferencia: el tejido cortical no tendría las mismas propiedades que el trabecular si
tuviera su porosidad debido a que las osteonas trabajan mejor que las trabéculas desde
el punto de vista resistente [197]. En la fig. 2.12 se puede comprobar que al aumentar
la porosidad del 5 al 30%, la resistencia se ve disminuida en un 50%. En cuanto a
la rigidez, existe una gran variedad de expresiones que correlacionan la porosidad del
tejido con el módulo elástico, siendo una de las más usadas la de Jacobs [109], que
emplea la densidad aparente del tejido, , como variable independiente:
E =
8<: 2014 2:5   1:2 g=cm31763 3:2302  > 1:2 g=cm3 (2.9a)
 =
8<: 0:2   1:2 g=cm30:32  > 1:2 g=cm3 (2.9b)
El valor de  = 1:2 g=cm3 es considerado por ese autor el límite entre el hueso cortical
y el trabecular.
Mineralización: También es de reseñar la dependencia que tiene el comportamiento
del tejido óseo con el grado de mineralización. Altos contenidos de mineral convierten al
hueso en un material más resistente, más rígido y menos dúctil. En general mejoran sus
propiedades mecánicas pero lo vuelven más frágil y por tanto más proclive a posibles
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Figura 2.12: Resistencia frente a porosidad en el tejido óseo lamelar. Adaptado de McCalden
y cols. [158].
fracturas por impacto. Es por ello por lo que el contenido mineral de un tejido minera-
lizado se mantiene en unos rangos de variación muy estrechos ( 2 [0:68  0:72]), que
le confieren una resistencia y rigidez menores pero con un comportamiento más dúctil
que el que tendría un tejido completamente mineralizado (sin fase orgánica). En este
sentido, Hernandez [94] obtuvo las siguientes correlaciones en humanos para el módulo
de rigidez, E, y la tensión última de rotura, ult, con el grado de mineralización y la
fracción volumétrica de tejido:
E (MPa) = 84370 v2:58b 
2:74 (2.10a)
ult (MPa) = 794:33 v
1:92
b 
2:79 (2.10b)
2.7.2. Anisotropía
La anisotropía de las propiedades mecánicas depende de la microestructura, que es dife-
rente para cada tipo de hueso:
Hueso cortical: El comportamiento del tejido cortical se puede suponer en primera
aproximación transversalmente isótropo, debido a la alineación de las osteonas apro-
ximadamente con la dirección de las cargas que soporta el hueso [153], y a que dichas
osteonas presentan una cierta simetría de revolución. Por tanto, el hueso tiene mayor
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rigidez y resistencia en dirección longitudinal que en dirección transversal. Esta carac-
terística puede ser de importancia al tratar implantes intramedulares, puesto que en
ellos aparecen tensiones radiales que pueden fracturar el hueso. Además la resistencia
de este tipo de hueso es asimétrica: mayor a compresión que a tracción (fig. 2.13).
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Figura 2.13: Curva tensión vs deformación del tejido cortical (a partir de los datos de Reilly
y Burstein [193], Arendts y Sigolotto [2] y Dechow y cols. [48]).
Hueso trabecular: A medida que la porosidad del tejido óseo aumenta, la rigidez y
resistencia del mismo disminuyen. Eso explicaría que dichas propiedades mecánicas en
el tejido trabecular sean menores que en el cortical, tal y como se desprende de numero-
sos estudios [125,172,204,243] (fig. 2.14). Sin embargo, la razón no es solo esa. Aunque
el tejido tuviera la misma porosidad, el hueso cortical tiene mejores propiedades debido
a la presencia de osteonas que soportan mejor las cargas [197]. La anisotropía del hue-
so trabecular está directamente relacionada con la forma y/u orientación de los poros
del tejido y no tanto con su tamaño, que influye principalmente en la heterogeneidad.
Para conocer dicha información se recurre habitualmente a la medida de la anisotropía
local de la microestructura, lo cual se hace a partir del fabric tensor definido por me-
dio del concepto de longitud de intersección promedio o MIL (mean intercept length).
Este método (fig. 2.15) consiste en trazar líneas paralelas sobre una sección de tejido
trabecular y medir la distancia promedio entre dos intersecciones de dicha línea con el
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material óseo, valor que es función del ángulo . Whitehouse y Dyson [238] realizaron
medidas para varios valores de  y observaron que en dos dimensiones la variable MIL
se ajusta a una elipse cuyos semiejes están alineados con las direcciones principales de
tensión según diversos autores [36]:
1
MIL2()
= L11 cos
2  + L22 sin
2  + 2L12 sin  cos  (2.11)
donde L11, L22 y L12 son parámetros que dependen de la microestructura.
Si este método se extiende al caso tridimensional se obtiene un elipsoide [88] asociado
a un tensor simétrico de segundo orden, el MIL, denotado por L. En ese caso:
1
MIL2(n)
= niLijnj (2.12)
donde n es el vector unitario en la dirección de la línea de referencia. A partir de L
Cowin [36] define el fabric tensor, H, que se normaliza para desacoplar el efecto de la
porosidad y la microestructura. En el capítulo 5 se profundizará en su uso.
H = L 1=2 (2.13)
Figura 2.14: Curva carga vs desplazamiento del comportamiento biomecánico característico
del tejido cortical y trabecular. Tomado de Caeiro y cols. [25].
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Figura 2.15: Esquema de una estructura trabecular para la medición de MIL y función 2D
resultante. Tomado de Martin y cols. [148].
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Capítulo 3
Composición del tejido fibroso
3.1. Introducción
La composición del tejido óseo lamelar (cortical y trabecular) a nivel macroscópico es
relativamente constante en el tiempo: aunque la secuencia de remodelación afecta a la com-
posición del tejido a nivel local, dichas variaciones se ven diluidas a una escala mayor. Varios
estudios se han realizado con el fin de estimar dicha composición, destacando los realizados
por Elliott y Robinson [53], Gong y cols. [84] y Biltz y Pellegrino [13] en la década de los 50
y 60.
El caso del tejido fibroso que aparece en el callo óseo de fractura es distinto. Poco se
conoce sobre la composición real del hueso fibroso y su evolución hasta alcanzar la del
tejido lamelar. Quizás se deba al hecho de que es difícil determinar una clara separación
entre cuándo un tejido deja de ser fibroso y pasa a ser tejido lamelar, ya que ambos se van
entremezclando con la remodelación ósea del callo. O quizás a que, debido al corto período
de tiempo en el que el primero existe, la bibliografía no ha prestado mucha atención a su
composición. Debido a esto, y con el fin de obtener la composición del tejido fibroso, se han
llevado a cabo una serie de medidas sobre muestras de tejido óseo de ovejas. En concreto se
han realizado tres medidas distintas a cada una de las muestras, realizadas secuencialmente:
1. Determinación de la humedad del tejido: el contenido en agua.
2. Determinación de la fracción de ceniza del tejido: el contenido mineral.
3. Determinación elemental del mineral: se ha medido la fracción másica de una serie
de elementos químicos en las cenizas sobrantes de la medida anterior para conocer la
41
42 3. Composición del tejido fibroso
composición de los cristales de mineral (hidroxiapatita pura, impurezas, posibles restos
de inquemados, etc).
Estas medidas se han realizado en el Servicio de Microanálisis del CITIUS (Centro de
Investigación, Tecnología e Innovación) de la Universidad de Sevilla.
3.2. Selección de muestras
Los ensayos se realizaron sobre muestras de tejido fibroso obtenidos del metatarso de
ovejas a las que se sometió a una distracción controlada en otro proyecto de investigación
del grupo [166]. En ese trabajo se seleccionaron 11 individuos adultos de raza merina con
edad comprendida entre 3 y 5 años y un peso comprendido entre 50 y 80 kg (tabla 3.1). Con
eso se aseguraba que las dimensiones del hueso eran las óptimas para poder llevar a cabo las
intervenciones necesarias. A estos animales se les sometió a una intervención quirúrgica para
practicarles una osteotomía en el metatarso y colocarles un distractor con el que realizar
un proceso de distracción ósea. Después de un período de latencia de aproximadamente 7
días se siguió un protocolo de distracción consistente en un transporte óseo de 1mm=día
durante unos 15 días seguido por el proceso de consolidación de la fractura. Las ovejas fueron
sacrificadas durante esta etapa de la consolidación, a excepción de dos de estas ovejas que
aún no habían sido sacrificadas en el momento de realizar estas determinaciones, ya que
se deseaba que hubieran comenzado la etapa de remodelación ósea para otros fines [166].
La zona fracturada de los 9 individuos restantes fueron analizadas mediante tecnologías
de análisis de imagen (TAC, radiografías, histologías, etc.) con el fin de descartar aquellos
individuos en los que se apreciaran indicios de remodelación para evitar en la medida de
lo posible la presencia de tejido lamelar en las muestras (fig. 3.1). Una vez descartados 5
individuos con evidentes signos de actividad remodelatoria, se seleccionaron los 4 individuos
restantes en los que dicha etapa no se había iniciado aún y se obtuvieron de ellos 11 muestras
de hueso fibroso en total.
Con el fin de comparar los resultados obtenidos, así como para validar los protocolos utili-
zados, se extrajeron 10 muestras de tejido cortical sano del extremo distal de los metatarsos
de las 9 ovejas sacrificadas. Estas muestras fueron extraídas de una zona suficientemente
alejada del sitio de fractura para asegurar que solo contenían tejido lamelar. De esta forma
se pudo comparar la composición de ambos tipos de tejido.
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Oveja
Días Días Días
Remodelación
N muestras
totales latencia distracción Fibroso Cortical
1 98 8 15 SI - 1
2 79 7 16 NO 4 2
3 35 7 13 NO 1 1
4 161 7 15 SI - 1
5 - 7 17 - - -
6 37 7 14 NO 2 1
7 22 7 13 SI - 1
8 29 7 14 SI - 1
9 17 8 9 SI - 1
10 - 7 14 - - -
11 50 7 15 NO 4 1
Tabla 3.1: Duración de los ensayos en cada una de las 11 ovejas: desde la cirugía para colocar
el distractor hasta el sacrificio (totales), desde la cirugía hasta el comienzo de la distracción
(latencia) y duración del proceso de distracción (distracción). También se incluye información
sobre si en el momento del sacrificio había signos evidentes de remodelación ósea interna.
Las ovejas 5 y 10 aún no habían sido sacrificadas en el momento de realizar estas medidas
experimentales.
3.3. Preparación de las muestras
Las 21 muestras obtenidas de las ovejas (11 muestras del tejido fibroso, Fi, 10 muestras
del tejido cortical de control, Ci) fueron tratadas y ensayadas de la misma manera:
1. Las secciones del metatarso se mantuvieron congeladas hasta el momento de su utili-
zación, primero a una temperatura de  80C, y un día antes de ser descongeladas se
pasaron a un refrigerador a una temperatura de  20C.
2. Una vez descongelada, cada sección del metatarso fue limpiada de todo tejido no óseo
(piel, músculo, cartílago, etc.), dejando el hueso preparado para la posterior extracción
de las muestras de los tejidos de interés.
3. Con la ayuda de una sierra se realizaron diversos cortes a lo largo del metatarso para
aislar, por un lado, un trozo de hueso lamelar, cortical en este caso, y por otro, el callo
óseo producido por el proceso de distracción ósea.
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BMU
BMU
Figura 3.1: Histología del callo óseo de fractura de la oveja 1, en la que se observó signos de
remodelación [166]. En concreto se aprecian 2 BMUs en reabsorción, con las flechas indicando
el sentido de avance.
4. Una vez diferenciadas y etiquetadas convenientemente se procedió al molido de cada
muestra en un mortero de ágata hasta que el tamaño característico de cada partícula
fuera inferior a 1mm. Dicho tamaño fue esencial para conseguir que las posteriores
medidas (humedad, ceniza y análisis elemental) fueran lo más exactas posibles. Es muy
importante que este molido se realizara sobre un mortero completamente limpio para
no introducir impurezas en dichas medidas, y que se hiciera justo antes de los ensayos
para evitar la contaminación o que la muestra molida se humedeciera con la propia
humedad del aire.
3.4. Determinación de la humedad de la muestra
Con esta medida se pretende obtener el contenido en agua de la muestra. El procedimiento
es muy simple: se calienta la muestra hasta que el agua se evapora, y se mide la variación
en peso que ha sufrido la muestra en el proceso. Sin embargo, y debido a la escasa cantidad
de muestra de la que se dispone, fue muy importante seguir fielmente los distintos pasos
del proceso para obtener resultados válidos. Todas estas medidas se han hecho siguiendo los
protocolos del CITIUS:
1. En primer lugar se debe preparar el recipiente en el que se va a depositar la muestra.
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Un frasco de cristal completamente limpio se introdujo en una estufa previamente
precalentada a (1052)C. Durante 1h el frasco de cristal fue calentado para eliminar
cualquier resto de humedad que pudiera contener. Con el fin de evitar la contaminación
de la muestra se utilizó una tapa que también fue calentada junto al frasco.
2. A continuación se sacaron frasco y tapa de la estufa y se pesaron ambos conjuntamente
en balanza electrónica de precisión 0:1mg. Se devolvieron frasco y tapa a la estufa
durante otros 15 minutos y se volvieron a pesar ambos. Se repitió el proceso hasta
obtener pesada constante, consistente en obtener una diferencia de pesada menor de
1mg, que representa aproximadamente un 1% del peso de las muestras. Se enfriaron
ambos hasta temperatura ambiente en un desecador para que no absorbieran humedad
y se pesaron, registrando un peso en vacío M1.
3. Se añadió la muestra al frasco y se pesaron frasco, muestra y tapa conjuntamente
(M2).
4. Se calentó el frasco sin tapar con la muestra junto con la tapa por separado en la
estufa durante 1h a (105 2)C y se pesaron hasta pesada constante (se repitió todo
el proceso hasta que la diferencia de pesadas fue menor a 1mg). Se tapó el frasco con
la tapa y se llevó frasco, tapa y muestra secada hasta un desecador, donde se enfrió
hasta temperatura ambiente. Se pesó el frasco junto con la tapa y la muestra (M3).
Siguiendo este procedimiento todas las pesadas fueron realizadas en las mismas condi-
ciones, a temperatura ambiente. El contenido en humedad de la muestra, , se define como
la fracción en peso del agua eliminada durante el proceso expresada en tanto por uno, es
decir, la fracción másica de agua en la muestra (mw):
 = mw =
Magua
Mmuestra
=
Mw
Mh +Mc +Mw
=
M2  M3
M2  M1 (3.1)
3.5. Determinación de la fracción de ceniza de la muestra
Una vez que la muestra fue secada, se determinó el contenido mineral. El proceso para
ello es muy similar a la anterior medida: se calienta la muestra hasta que toda la parte
orgánica (colágeno) se ha quemado, quedando solo la parte inorgánica (mineral).
1. En primer lugar, y al igual que ocurriera en el caso de la determinación de humedad,
hay que preparar el recipiente. En este caso un frasco de cristal no sería válido, ya que
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la temperatura que hay que alcanzar es de 650C. Por lo tanto, un crisol cerámico
es más conveniente. Dicho recipiente completamente limpio se introdujo en un horno
y fue calentado con el siguiente protocolo de calentamiento: 15 min hasta los 300C,
15 min se mantuvo a esa temperatura, 15 min hasta los 650C, 1h se mantuvo a esa
temperatura final.
2. A continuación se sacó el crisol del horno, se dejó enfriar durante 5-10 min, se introdujo
en el desecador y se dejó enfriar hasta temperatura ambiente. La razón por la que el
crisol con la muestra debe dejarse enfriar un poco fuera del desecador es que este no
soporta temperaturas tan altas. Se pesó en balanza electrónica de precisión 0:1mg
(M4).
3. Se añadió la muestra seca al crisol y se pesaron crisol y muestra conjuntamente (M5).
Es recomendable que antes de pesar la muestra, esta sea introducida junto al crisol
en la estufa a 105C durante unos 15 min para eliminar cualquier posible cantidad de
humedad que pudiera haber absorbido, sobre todo en el caso de que esta determinación
no se realice de forma inmediatamente posterior a la de humedad.
4. Se colocó el crisol con la muestra en el horno frío y se siguió el siguiente protocolo de
calentamiento: 30 min hasta los 250C, 1h se mantuvo, 30 min hasta los 650C, 2h se
mantuvo. Se sacó el crisol del horno junto con las cenizas que habían quedado de la
muestra, se pesaron, se volvieron a calentar 30 min a 650C y se volvieron a pesar.
Se repitió el proceso hasta pesada constante (diferencia entre pesadas menor a 1mg).
Se sacó el crisol junto con las cenizas del horno, se dejó enfriar durante 5-10 min y se
introdujo en un desecador, donde se enfriaron hasta temperatura ambiente. Se pesó el
crisol junto con las cenizas (M6).
La fracción de cenizas de la muestra, , se define como la fracción en peso del contenido
mineral en la muestra seca expresada en tanto por uno, esto es:
 =
Mcenizas
Mmuestra seca
=
Mh
Mh +Mc
=
mh
mh +mc
=
M6  M4
M5  M4 (3.2)
En la bibliografía existen otros protocolos para la determinación de la fracción de cenizas,
consistentes todos ellos en una fase de secado y una fase de quemado (para eliminar el agua
y el colágeno respectivamente). En la tabla 3.2 se puede ver un resumen de algunos de ellos,
junto con el empleado en esta tesis. Es necesario reseñar que en todos y cada uno de los
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protocolos se utiliza la pesada constante como final del análisis, tanto para el secado como
para el quemado.
Secado Quemado
Tommasini y cols. [223] 80C 24h 600C 18h
Keller [120] 100C 1h 650C 18h
Carter y cols. [29] 60C 6h 600C 12h
Gong y cols. [84] 80C 72h 600C 18h
Esta tesis 105C 1h 650C 2h
Tabla 3.2: Distintos protocolos para la determinación de la fracción de cenizas.
Si se comparan los distintos protocolos puede observarse un patrón constante de tempe-
raturas para el quemado de 600 650C. Es por ello por lo que se ha elegido esa temperatura
común para la fase de quemado. En cuanto al tiempo de la misma, si bien es cierto que es
mucho menor en comparación con los otros protocolos, también lo es el hecho de que la
preparación previa de las muestras no es la misma. En el caso de los ensayos realizado ex
profeso para esta tesis se ha utilizado el molido previo para reducir los tiempos de ensayo,
no siendo así en los otros estudios. Al asegurar la combustión completa de la muestra con la
pesada constante se elimina cualquier duda al respecto. En cuanto al secado se ha seguido
un protocolo similar al empleado por Keller [120], tal y como puede observarse.
3.6. Análisis elemental de las cenizas
Con las dos medidas realizadas anteriormente es posible, pues, conocer la composición
volumétrica del tejido fibroso, y por tanto estimar el resto de parámetros presentes en la
formulación del modelo. Sin embargo, una vez que se tiene la muestra reducida a cenizas, se
va a aprovechar dicho residuo para analizarlo y estudiar el mineral del que está compuesto,
comparándolo con estudios similares en tejidos óseos lamelares.
El mineral que compone el tejido óseo es en su mayor parte mineral de hidroxiapatita,
Ca5(PO4)3OH, como ya se vio en el capítulo 2. Este compuesto químico tiene, en su forma
pura, una estructura hexagonal, pero cualquier variación en su composición afecta a su
estructura cristalina, deformándola. Está bien documentada la sustitución del ion fosfato,
PO4
3 , por iones de carbonato, CO32 , y de fosfato de hidrógeno, HPO42  [136,164,183],
que hacen variar la relación CaP . De este modo, conociendo dicha relación se puede estimar
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el grado de pureza del compuesto mineral.
El análisis elemental realizado consta de dos ensayos distintos. Por un lado se determinó
el contenido de carbono, hidrógeno y nitrógeno (mC , mH y mN respectivamente) mediante
una técnica conocida, precisamente, como análisis elemental [124]. El ensayo consiste en la
medición de los gases de combustión de la muestra:
1. Una pequeña cantidad de las cenizas ( 1mg) fue introducida en una cápsula cerrada
de estaño y pesada en una balanza electrónica (precisión de 5g).
2. A continuación dicha cápsula fue depositada en una cámara cerrada herméticamente,
donde se elevó la temperatura hasta que la muestra se oxidó completa e instantánea-
mente mediante una combustión con oxígeno puro a una temperatura de 1000C.
3. Los diferentes gases resultado de la combustión fueron analizados y cuantificados me-
diante una celda de infrarrojos (CO2 y H2O) o una celda de conductividad térmica
(N2). Es muy importante que las cenizas a ensayar estén completamente secas y ca-
rentes de impurezas para no introducir errores en la determinación.
4. Conocida la cantidad de cada uno de los compuestos gaseosos y la cantidad de muestra
analizada es posible conocer la fracción elemental de carbono, hidrógeno y nitrógeno.
Para la determinación del contenido de calcio y fósforo (mCa y mP respectivamente)
se utilizó otra técnica completamente distinta conocida como ICP-OES (inductively coupled
plasma - optical emission spectrometry). Esta técnica ha sido ampliamente utilizada para
determinar el contenido de distintos elementos químicos e iones en tejido óseo con diversos
objetivos: para la diferenciación de distintas especies animales [50], como estudio forense [1],
para determinar la contaminación por metales en pacientes sometidos a hemodiálisis [135],
o para comparar distintas técnicas de medición elemental [81, 212], entre otros. El ensayo
realizado se describe a continuación:
1. La muestra, que debe estar en estado líquido, fue aspirada a través de un capilar,
pasando a una cámara de nebulización donde fue convertida en un fino aerosol.
2. Una corriente de argón transportó dicho aerosol a la antorcha del plasma, donde,
sometido a una temperatura en torno a 6000K, fue separado en átomos libres e iones,
que emitían luz de longitudes de onda características de los elementos presentes.
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3. La luz emitida fue difractada y separada en diferentes haces de una sola longitud de
onda que llegaron secuencialmente a una cámara encargada de convertir los fotones en
una señal eléctrica, que fue medida y registrada (fig. 3.2).
4. En dicho registro aparecen picos de intensidad para ciertas longitudes de onda, que
están directamente relacionados con la cantidad del elemento correspondiente. Con
estos resultados es posible la determinación del contenido elemental de la muestra.
Para conseguir que la muestra esté en estado líquido fue necesario disolver las cenizas
en un ácido mediante una técnica llamada digestión de muestras en microondas, consistente
en añadir a la muestra sólida un reactivo líquido e introducir la disolución en una cámara
(microondas) a presión y temperatura durante un tiempo establecido. En el caso de muestras
óseas se utilizó como reactivo el ácido nítrico HNO3, y las condiciones de la digestión fueron
las que aparecen en la tabla 3.3.
Etapa Tiempo (min) Temperatura (C) Potencia (W )
1 3:00 100 850
2 10:00 170 850
3 5:00 220 1000
4 15:00 220 850
Tabla 3.3: Condiciones de la digestión de las muestras de tejido óseo.
1
2
3
4
5
6
7
Figura 3.2: Esquema del proceso de determinación elemental mediante la técnica ICP-OES.
1) muestra acuosa, 2) atomizador con gas argón, 3) antorcha de plasma, 4) espejo reflectante,
5) entrada al espectrómetro, 6) lente que separa onda de luz por longitudes de onda, 7)
detectores fotónicos y registro de resultados.
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3.7. Resultados experimentales
Los resultados de las medidas de humedad y cenizas, así como del análisis elemental,
para las muestras de tejido lamelar cortical Ci y tejido fibroso Fi son los de la tabla 3.4.
3.7.1. Composición volumétrica de los componentes mineral, colá-
geno y agua
Una vez conocidos  y  es posible determinar las fracciones másicas mx de cada com-
ponente (x = h; c; w: mineral, colágeno y agua respectivamente), usando:
 = mhmc+mh
 = mw
9=; mh +mc +mw = mh +  = 1 (3.3)
de la que se obtiene:
mh = (1  ) (3.4a)
mc = mh
1  

= (1  )(1  ) (3.4b)
mw =  (3.4c)
Y a partir de mx, y junto con la ec. (2.7), las fracciones volumétricas vx:
vh =
(1  )
(1  )+ (1  )(1  )hc + 
h
w
(3.5a)
vc =
(1  )(1  )
(1  ) ch + (1  )(1  ) + 
c
w
(3.5b)
vw =

(1  )wh + (1  )(1  )
w
c
+ 
(3.5c)
Por tanto, de los valores de humedad y ceniza es posible obtener la fracción volumétrica
de mineral (hidroxiapatita, vh), colágeno (vc) y agua (water, vw) de cada una de las muestras,
que aparecen en la tabla 3.5.
Se ha realizado un análisis estadístico de los resultados mostrados en la tabla 3.5. En
primer lugar, un test de Levene ha sido llevado a cabo para comparar las varianzas de la
composición de las muestras de tejido cortical y tejido fibroso, y así poder decidir el tipo
de test de contraste de hipótesis a realizar. Los resultados de este test muestran que existe
una diferencia significativa (p = :018 para el mineral, p = :005 para el colágeno, p = :026
para el agua), es decir, se trata de muestras heterocedásticas. Se tiene, por tanto, muestras
independientes y varianzas distintas: es necesario aplicar un test de Welch.
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 %Ca %P %C %H %N
C1 0.1108 0.6804 35.7115 17.1155 1.1287 0.3917 0.1493
C2 0.1099 0.6684 37.4017 17.1511 1.1370 0.4507 0.1217
C3 0.1076 0.6733 36.7341 16.8571 1.1483 0.3613 0.1540
C4 0.1067 0.6954 36.2068 17.7053 1.0240 0.3460 0.1143
C5 0.0924 0.6943 37.3567 18.3402 1.1460 0.3810 0.1233
C6 0.1030 0.6925 37.8625 17.1349 1.2470 0.3900 0.1400
C7 0.1058 0.6965 37.9751 17.4264 1.5610 0.3567 0.2010
C8 0.0995 0.6926 36.5157 17.6306 1.2483 0.4240 0.1593
C9 0.0975 0.7080 38.3705 17.8732 1.3093 0.4153 0.1813
C10 0.1083 0.6849 38.3644 18.4183 1.2413 0.4400 0.1203
C
0.1041 0.6886 37.2499 17.5653 1.2191 0.3957 0.1465
0.0060 0.0119 0.9246 0.5298 0.1455 0.0359 0.0285
F1 0.0590 0.5612 41.5066 16.9804 0.5427 0.2500 0.0290
F2 0.0913 0.5429 39.5250 17.3334 0.6090 0.2975 0.0560
F3 0.0667 0.5527 41.0371 17.5641 0.3700 0.2283 0.0120
F4 0.0581 0.5078 41.6896 19.2245 0.4400 0.2297 0.0317
F5 0.0780 0.5053 37.7915 22.3468 0.2700 0.2723 0.0240
F6 0.1256 0.4164 36.0874 19.5499 0.9130 0.3920 0.3270
F7 0.0840 0.4481 35.3156 18.0189 1.2055 0.4730 0.3760
F8 0.0753 0.4915 37.0140 17.6416 0.2480 0.2345 0.0465
F9 0.0645 0.4796 39.2579 18.7355 0.2305 0.2745 0.0445
F10 0.0565 0.5402 38.6008 17.3158 0.3257 0.2323 0.0303
F11 0.0587 0.5539 38.5508 19.6988 0.2943 0.2247 0.0223
F
0.0743 0.5091 38.7615 18.5827 0.4953 0.2826 0.0908
0.0206 0.0472 2.1262 1.5735 0.3105 0.0798 0.1299
Tabla 3.4: Resultados de las medidas sobre las muestras de tejido cortical (Ci) y de tejido
fibroso (Fi) de metatarsos de oveja, así como el valor medio y la desviación típica de cada
variable para ambos grupos (C y F respectivamente). Los resultados de humedad y ceniza
están dados en tanto por uno y los del análisis elemental del Ca, P, C, H y N están en tanto
por ciento, todos ellos en masa.
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vh vc vw vh vc vw
C1 0.385 0.395 0.220 F1 0.327 0.559 0.114
C2 0.376 0.407 0.217 F2 0.293 0.538 0.169
C3 0.382 0.405 0.213 F3 0.316 0.557 0.127
C4 0.401 0.384 0.215 F4 0.286 0.605 0.108
C5 0.414 0.397 0.189 F5 0.273 0.584 0.143
C6 0.402 0.390 0.208 F6 0.195 0.596 0.210
C7 0.403 0.383 0.214 F7 0.231 0.621 0.148
C8 0.405 0.393 0.202 F8 0.265 0.598 0.137
C9 0.421 0.379 0.200 F9 0.262 0.620 0.117
C10 0.391 0.393 0.216 F10 0.312 0.580 0.108
F11 0.322 0.565 0.113
Tabla 3.5: Composición volumétrica en tanto por uno de las muestras de tejido lamelar
cortical (Ci) y de las muestras de tejido fibroso (Fi).
El test de Welch ha sido realizado para comparar, por separado, la composición volumé-
trica de mineral, colágeno y agua entre las muestras de tejido cortical y tejido fibroso. Se
han encontrado diferencias significativas en los resultados para el mineral entre las mues-
tras de tejido cortical (vh;C = 0:398  0:014) y de tejido fibroso (vh;F = 0:280  0:041),
t(12:6) = 9:0, p < :001; para el colágeno (vc;C = 0:392  0:009 y vc;F = 0:584  0:027),
t(12:4) =  22:1, p < :001; y para el agua (vw;C = 0:210  0:010 y vw;F = 0:136  0:031),
t(12:1) = 7:5, p < :001 (fig. 3.3). Estos resultados sugieren que existe una gran diferencia
entre la composición del tejido cortical y el tejido fibroso.
Discusión de los resultados
Dos resultados destacan a primera vista. En primer lugar la mayor dispersión de las
fracciones volumétricas de las tres fases en el tejido fibroso, lo cual puede ser un síntoma de
la heterogeneidad de este tejido. Por contra, el tejido lamelar cortical es muy uniforme y la
dispersión de los resultados prácticamente insignificante.
En segundo lugar destaca el elevado contenido de colágeno y el bajo contenido de agua
del tejido fibroso. En el osteoide de ambos tejidos predomina el colágeno sobre el agua,
pero en el del callo este predominio es muy notable. Si el cuerpo tiene que formar tejido en
esta zona de manera muy rápida, para recuperar cuanto antes las propiedades resistentes
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Figura 3.3: Composición volumétrica en tanto por uno de mineral, vh, colágeno, vc, y agua,
vw. Para las muestras de tejido cortical se usa el subíndice C, y para las muestras de tejido
fibroso el subíndice F . En los tres casos se tiene un nivel de significación p < :001.
del hueso, está claro que lo hace depositando mucho colágeno. Y de hecho lo hará gracias
a la elevada población de osteoblastos, mayor que el tejido lamelar, como prueba la mayor
densidad de osteocitos encontradas en muestras de este tejido [98,195].
El contenido de mineral del tejido fibroso tiene también una elevada dispersión y más
bajo que en el tejido lamelar, pero ello obedece a otras razones. Para analizar los resultados
del contenido de mineral conviene hacer un inciso para describir cómo es el proceso de
mineralización. En el caso del tejido óseo fibroso se sabe muy poco de cómo se mineraliza.
Lo que se expone a continuación se conoce de trabajos que han estudiado la mineralización
del tejido lamelar y puede no ser de aplicación al tejido fibroso, aunque, en cualquier caso,
puede servir para comparar lo que ocurre en uno y otro tejido. El modelo matemático
del proceso de mineralización se analizará con detalle más adelante. Ahora solo se dan las
ecuaciones necesarias para analizar los resultados de este capítulo.
Como se ha dicho anteriormente, el tejido recién formado por los osteoblastos, el osteoide,
sólo tiene materia orgánica y agua. El mineral de calcio aparece durante el proceso de
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mineralización del tejido, durante el cual el agua presente en el osteoide es reemplazada por
el mineral. Este proceso se puede dividir en tres etapas bien diferenciadas, que se reflejan
en la ec. (3.6): una etapa previa a la mineralización propiamente dicha, conocida como
retraso en la mineralización o mineralization lag time (mlt) [55, 171]; una primera etapa en
la que el mineral se deposita muy rápidamente y a velocidad aproximadamente constante [95]
denominada fase primaria, y una segunda etapa (fase secundaria) mucho más lenta en la que
el tejido se va saturando de mineral siguiendo una ley exponencial [95, 181]. Así, se modela
en el capítulo 6 que la fracción volumétrica de mineral en el tejido óseo formado el día t = 0,
vh(t), aumenta progresivamente según la siguiente ecuación:
vh(t) =
8>>>><>>>>:
0 t  Tmlt
vh;prim
t Tmlt
Tprim
Tmlt < t  Tmlt + Tprim
vh;max   (vh;max   vh;prim)e (t Tprim Tmlt) Tmlt + Tprim < t
(3.6)
donde Tmlt = 12 días es el tiempo que dura el retraso de la mineralización [19,55,171,179],
Tprim = 10 días es el tiempo aproximado que dura la fase primaria [151], vh;prim = 0:121 es el
contenido de mineral al finalizar la fase primaria [95], vh;max = 0:442 es el contenido máximo
de mineral [44] y  es un parámetro de velocidad de la fase secundaria. Dicho parámetro está
directamente relacionado con la duración de la fase de mineralización secundaria, estando
su valor entre  = 0:0009días 1 (Hernandez [94], se corresponde con una duración de la fase
secundaria de algo más de 4 años) y  = 0:008días 1 (para una duración de 6 meses, tal
y como defiende Parfitt [182]). Para una duración de 2 años, tal y como predice Frost [70],
se tendría que  = 0:002 días 1. La evolución temporal de la fracción volumétrica vh está
relacionada directamente con la de la fracción de ceniza, que se muestra en la fig. 3.4. Ahí se
puede observar la diferente velocidad de mineralización en las fases primaria y secundaria.
Teniendo presente lo anterior se pueden extraer interesantes conclusiones sobre el con-
tenido mineral de las muestras de tejido fibroso y lamelar cortical. En primer lugar vh del
tejido lamelar cortical arrojó muy poca dispersión, lo que quiere decir que el contenido de
mineral es muy uniforme a pesar de que puede variar con el tiempo. Esto es fácil de explicar
a la vista de la fig. 6.6, ya que al ser la fase primaria tan rápida, la mayor parte del tejido
óseo lamelar que se puede encontrar en las muestras y que tendrá una cierta edad, estará
en la fase secundaria y, como se aprecia en la misma figura, el rango de contenido mineral
del tejido en esa fase es muy estrecho, como confirman los resultados obtenidos aquí para
las muestras Ci.
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Figura 3.4: Evolución temporal de la fracción de ceniza  en el tejido óseo en función del
parámetro .
Por el contrario, la dispersión del contenido de mineral de las muestras de tejido fibroso
es mucho mayor y con un valor medio mucho más pequeño. Este tejido tiene menor edad que
el lamelar cortical. De hecho es un tejido muy joven, puesto que se ha formado después de la
osteotomía, durante la distracción. Por tanto, se encontrará seguramente en la fase primaria
de mineralización o, como mucho, al principio de la secundaria. Por eso su contenido de
mineral es más pequeño y más disperso, ya que en la fase primaria el rango de contenido
mineral es muy amplio. Además, el transporte óseo garantiza la continuidad del proceso
de formación de nuevo tejido fibroso, con lo cuál es aún más probable encontrar tejidos de
diversa edad y una mayor dispersión en el contenido de mineral.
El contenido de mineral de las muestras de tejido fibroso aumenta con el tiempo transcu-
rrido desde la osteotomía hasta el sacrificio de la oveja. En la fig. 3.5 se muestra la evolución
de los valores promedio de vh. Salvo en el caso de la única muestra extraída de oveja sacrifi-
cada a los 35 días, se observa un incremento de la mineralización con el tiempo, que además
resulta ser muy rápido. En efecto, suponiendo que el proceso de mineralización comienza el
día en el que se coloca el distractor a efectos de la ec. (3.6), el tiempo de la tabla 3.1 es
el tiempo a utilizar en dicha ecuación. Usando ese modelo matemático con los valores de
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las constantes establecidos antes se tendría una fracción volumétrica de las muestras, vh,
dada en la tabla 3.6 para dos valores del parámetro de velocidad de la fase secundaria, .
Se observa que los valores de vh medidos en las muestras son significativamente mayores a
los estimados mediante el modelo matemático, vh. Las razones de esta diferencia pueden ser
diversos. En primer lugar la especie, puesto que los valores de las constantes del modelo co-
rresponden a humanos. En segundo lugar, que el proceso de mineralización del tejido fibroso
no comience exactamente el día en el que se coloca el distractor, ya que ese día puede haber
aún tejido de granulación, que se sustituye posteriormente por el tejido fibroso. No obstante,
si el tiempo de la tabla 3.6 fuera corregido en este sentido, por ejemplo restándole el tiempo
de latencia, los valores de vh serían más pequeños y la diferencia entre las muestras y el
modelo sería aún mayor.
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Figura 3.5: Fracción volumétrica de mineral, vh, en las muestras de tejido fibroso obtenidas
de las ovejas 2 (79 días), 3 (35 días), 6 (37 días) y 11 (50 días).
Queda otra posible explicación para esa diferencia y es que el tejido fibroso se minerali-
ce más rápido que el lamelar. Esto tendría cierta lógica puesto que con ello se conseguiría
recuperar más rápidamente las propiedades resistentes del tejido, lo que es de vital impor-
tancia en una fractura. Este incremento en la velocidad de deposición de mineral en el tejido
fibroso puede estar motivado por varios factores. En primer lugar el hecho bien conocido
de que el colágeno presente en el tejido óseo (de tipo I) promueve la deposición del mineral
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Muestra Oveja Tiempo (días) vh
vh
 = 0:0009  = 0:008
F1 2 79 0.327 0.137 0.239
F2 2 79 0.293 0.137 0.239
F3 2 79 0.316 0.137 0.239
F4 2 79 0.286 0.137 0.239
F5 3 35 0.273 0.125 0.153
F6 6 37 0.195 0.125 0.157
F7 6 37 0.231 0.125 0.157
F8 11 50 0.265 0.129 0.185
F9 11 50 0.262 0.129 0.185
F10 11 50 0.312 0.129 0.185
F11 11 50 0.322 0.129 0.185
Tabla 3.6: Fracción volumétrica en las muestras de tejido fibroso del mineral medido (vh,
tabla 3.5) y estimado en función del tiempo desde la colocación del distractor (vh) para los
dos valores límite del parámetro :  = 0:0009 [94] y  = 0:008 [182].
como varios estudios han confirmado [142, 227], en contra de lo que ocurre con otros tipos
de colágeno, propios de tejidos no mineralizados. Dicho de otra forma, las moléculas de
colágeno tipo I son puntos de deposición preferente del mineral y si el tejido fibroso tiene
mayor contenido de colágeno, atraerá el mineral más rápidamente. Si además el colágeno
está menos compactado (más desorganizado) tendrá una mayor superficie de exposición para
que el mineral se deposite en el espacio interfibrilar. Por otro lado, la irrigación de la zona
fracturada es absolutamente esencial para la correcta formación del callo óseo, la unión de
la fractura y la posterior remodelación de dicho callo [63]. En este sentido, el flujo sanguíneo
que llega a esta zona proveniente de los vasos del tejido circundante puede ser hasta 6 veces
mayor que el flujo sanguíneo en el tejido óseo sano [63]. Un mayor flujo sanguíneo pondría
a disposición del tejido fibroso una mayor cantidad de mineral que en el caso del tejido
lamelar. Por último, hay que tener en cuenta que el tamaño promedio de los cristales de
hidroxiapatita en el caso del tejido fibroso es menor que en el tejido lamelar, 32 x 19 x 3
(nm) en el tejido fibroso [217] frente a 50 x 25 x 3 (nm) en el tejido lamelar [198]. Esto
puede implicar dos cosas: que los cristales de mineral del tejido fibroso se mueven con más
facilidad por el espacio interfibrilar y que coalescen hasta un tamaño más pequeño, mientras
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que la coalescencia de los cristales más grandes del tejido lamelar es seguramente más lenta.
3.7.2. Composición elemental de las cenizas
Los resultados de estas medidas, que aparecen en la tabla 3.4, han sido comparadas con
los valores de referencia del mineral de hidroxiapatita pura: Ca5(PO4)3OH, fig. 3.6. La
fracción másica, mx, de los elementos que componen la hidroxiapatita pura es:
mCa =
5  40
5  40 + 3  31 + 13  16 + 1 = 0:3984 (3.7a)
mP =
3  31
5  40 + 3  31 + 13  16 + 1 = 0:1853 (3.7b)
mO =
13  16
5  40 + 3  31 + 13  16 + 1 = 0:4143 (3.7c)
mH =
1
5  40 + 3  31 + 13  16 + 1 = 0:0020 (3.7d)
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Figura 3.6: Composición elemental en masa de calcio (azul), fósforo (rojo), carbono (verde),
oxígeno (cyan) e hidrógeno (magenta) en las muestras de tejido cortical () y fibroso (),
así como el valor de referencia de la hidroxiapatita pura.
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Si se comparan dichos valores con los de las muestras ensayadas se podría cuantificar
el grado de impureza del mineral en el tejido fibroso, que provoca una deformación de
los cristales de mineral. La forma hexagonal regular de los cristales de hidroxiapatita está
supeditada a que la relación másica de calcio frente a fósforo se mantenga en su valor de
referencia, CaP =
540
331 = 2:15. Cualquier variación en dicha cantidad producirá un cristal de
mineral amorfo, en el que se pierde la forma hexagonal regular, producido por la sustitución
de iones fosfato (PO43 ) con iones carbonato (CO32 ) y fosfato de hidrógeno (HPO42 ).
Se ha realizado un análisis estadístico de los valores de la relación CaP para las muestras de
tejido fibroso y lamelar. El procedimiento seguido es el mismo que el realizado anteriormente:
primero se ha realizado un test de Levene para comparar las varianzas de las muestras y
así determinar el tipo de test de contraste de hipótesis a realizar. Los resultados del test
de Levene muestran que se trata de muestras heterocedásticas (p = :011), por lo que es
conveniente aplicar un test de Welch. Con dicho test se ha comparado la relación CaP en las
muestras de tejido lamelar cortical y fibroso. Aunque dicha relación está ligeramente más
alejada de la estequiométrica en el caso del tejido fibroso, esta diferencia no es significativa:
Ca
P = 2:122  0:064 para el tejido cortical y CaP = 2:101  0:224 para el tejido fibroso,
t(11:8) = 0:3, p = :384 (fig. 3.7). El valor medio de la relación CaP en cualquier caso es muy
parecido y muy similar al de la hidroxiapatita pura. En el caso de las muestras de tejido
fibroso, sí se observa una mayor dispersión de los resultados, que es casi inexistente en el
caso del tejido lamelar. Esto quiere decir que es más probable encontrar cristales amorfos en
el tejido fibroso aunque sean pocos. Este leve amorfismo de los cristales de hidroxiapatita
es el que ha llevado a aproximarlos por un elipsoide en el capítulo 4, más que por un
paralelepípedo como sería más correcto en un cristal de hidroxiapatita pura.
Legros y cols. [136] determinaron experimentalmente la relación CaP en ratas y ganado
bovino, obteniendo los datos de la tabla 3.7. Si se comparan los valores de la segunda columna
con los medidos en esta tesis para las muestras de tejido fibroso se observa que los resultados
son similares en los ejemplares adultos. La relación CaP va creciendo y acercándose a la
estequiométrica con la edad del individuo. En la fase de crecimiento la formación de tejido
nuevo es más rápida y eso puede hacer que la deposición de mineral sea más desorganizada
y por tanto más alejada de la estequiométrica, como ocurriría también en el caso del tejido
fibroso en callos de fractura.
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Figura 3.7: Fracción Ca/P para las muestras de tejido cortical y fibroso en comparación con
el valor de referencia de la hidroxiapatita pura.
Animales CaP molar
Ca
P másica
Rata
al nacer 1:51 1:95
30 días 1:60 2:06
1 año 1:65 2:13
Bovino
2 meses 1:65 2:13
7 años 1:69 2:18
Tabla 3.7: Valores de la relación CaP obtenidos por Legros y cols. [136] en ratas y ganado
bovino de diferentes edades. Se incluye tanto la relación molar como la relación másica de
dichos elementos en los cristales de mineral analizados.
Capítulo 4
Modelo micromecánico del tejido
fibroso
4.1. Introducción
El tejido óseo es capaz de reparar las fracturas óseas para así conseguir una recuperación
de las propiedades mecánicas del hueso. Sin embargo, esta reparación no es inmediata, sino
que se pueden distinguir varias fases que ya fueron comentadas en el capítulo 2. Cuando la
inflamación propia de la fractura llega a su fin y el hematoma desaparece, la aparición del
callo es esencial, ya que con él el cuerpo será capaz de proveer rápidamente de rigidez a la
zona de fractura y reducir en la medida de lo posible las deformaciones de la misma. Debido
a que el callo se forma muy rápidamente el tejido que lo forma está muy desorganizado.
Además, como se vio en el capítulo 3, tiene un contenido orgánico más alto que el del tejido
lamelar. Todo esto hace que tenga una rigidez más baja que el tejido lamelar y unas peores
características mecánicas, en general. El posterior proceso de remodelación ósea del callo
solucionará este problema.
Antes de que comience su remodelación la estructura del callo óseo de fractura es similar
a la estructura interna de materiales compuestos típicos: posee una matriz mineral y fibrillas
de colágeno dispuestas en orientaciones aleatorias [215] (fig. 4.1). También puede tener lugar
una reorientación de las fibrillas de colágeno en las direcciones principales de carga como
se ha observado en tejido óseo inmaduro de fetos humanos [218], lo que hace al tejido algo
más eficiente desde el punto de vista resistente. Además, el callo se va endureciendo a lo
largo de la fase reparatoria debido al incremento de la fracción volumétrica de material de
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hidroxiapatita por el proceso de mineralización del tejido.
Figura 4.1: Micrografía tomada mediante microscopio electrónico de barrido (SEM) de la
matriz de tejido fibroso, en la que se observa la disposición desorganizada de las fibrillas de
colágeno. Tomada de [106].
Tanto el contenido mineral como la orientación de las fibrillas de colágeno en el tejido
tienen un gran efecto en las propiedades mecánicas del tejido óseo [86]. Esta influencia va
a ser objeto de estudio en este capítulo. En primer lugar se van a explicar los dos métodos
usados en el presente modelo micromecánico para la determinación de las propiedades de
un material compuesto: el método de homogeneización de Eshelby con sus variantes y el
método de las inclusiones periódicas, para, a continuación, formular el modelo micromecánico
propuesto en esta tesis para el tejido fibroso.
4.2. Materiales compuestos con inclusiones diluidas: So-
lución de Eshelby
Debido a la complejidad de este método, y para fijar la nomenclatura, se introduce
brevemente el método de homogeneización de Eshelby para inclusiones diluidas [57], así como
las diferentes adaptaciones de dicho método en función de las microestructura particular de
cada caso: la formulación de Mori-Tanaka para inclusiones no diluidas aunque en bajas
concentraciones [168], el método Self-Consistent Scheme (SCS) para concentraciones más
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altas [89, 101], la adaptación de ambos al caso de inclusiones no alineadas [60], y el método
de las inclusiones periódicas desarrollado por Nemat-Nasser y Hori [173].
En primer lugar conviene aclarar el concepto de homogeneización. En estos métodos se
utiliza el campo de tensiones  (o deformaciones ") medio como una medida de lo que ocurre
en el dominio de cada una de las fases, ya sea matriz o inclusiones:
hip = 1
V p
Z
V p
(x)dV p (4.1a)
h"ip = 1
V p
Z
V p
"(x)dV p (4.1b)
donde (x) y "(x) son las tensiones y deformaciones locales del material, respectivamente, hi
denota un promedio de dichas variables en la fase p (matriz o inclusión) y V p es el volumen
de dicha fase. Teniendo en cuenta esto, es fácil demostrar que:
hi =
X
p
p hip (4.2a)
h"i =
X
p
p h"ip (4.2b)
donde p = V
pP
V p es la fracción volumétrica de la fase p y los promedios sin superíndice
corresponden al composite en su conjunto. Este par de ecuaciones constituyen el proceso de
homogeneización, que permite calcular tensiones y deformaciones en el composite a partir
de las tensiones y deformaciones en cada una de las fases.
El concepto de localización es justamente el contrario: conocidas las variables promedio
del composite se calculan las de cada una de las fases, por medio de los tensores Ap y Bp,
conocidos como tensores de localización de las deformaciones y las tensiones de la fase p,
respectivamente [100]1:
hip = Bp hi (4.3a)
h"ip = Ap h"i (4.3b)
Sea un material compuesto únicamente por dos fases: una matriz m, cuyas propiedades
están definidas por los tensores de rigidez y flexibilidad Cm y Dm, respectivamente, y una
única inclusión i, cuyos tensores de comportamiento son Ci y Di. La fracción volumétrica de
inclusión con respecto al volumen total de material se designa, en el caso de una inclusión,
1El tensor Ap es también conocido como tensor de Wu [242].
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sin superíndice, por  = V
i
V . Al tratarse de un material compuesto de dos fases, la fracción
volumétrica de matriz será, por tanto, 1  . La ec. (4.2) queda en ese caso:
hi =  hii + (1  ) him (4.4a)
h"i =  h"ii + (1  ) h"im (4.4b)
Sustituyendo la ec. (4.3b) en (4.4b):
h"i = Ai h"i+ (1  )Am h"i = Ai + (1  )Am h"i (4.5)
de lo que se deduce:
Ai + (1  )Am = I (4.6)
Un desarrollo análogo se podría seguir con las tensiones para llegar a la ecuación que
relaciona los tensores de localización Bi y Bm:
Bi + (1  )Bm = I (4.7)
Los campos de tensiones y deformaciones se relacionan a través de los tensores de rigidez:
hi = C h"i (4.8a)
him = Cm h"im (4.8b)
hii = Ci h"ii (4.8c)
donde Ces el tensor de rigidez del composite. Sustituyendo las ecs. (4.3b) y (4.8) en (4.4a)
se obtiene:
hi = Ci h"ii + (1  )Cm h"im = CiAi h"i+ (1  )CmAm h"i = C h"i (4.9)
y utilizando la ec. (4.6):
C = CiA
i + (1  )CmAm = CiAi +Cm
 
I  Ai = Cm +  (Ci  Cm)Ai (4.10)
De esta forma, es posible evaluar el tensor de comportamiento del composite, C, a partir
del de sus componentes, Ci y Cm, y de los tensores de localización, Ai y Am. En este caso
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solo son necesarios los tensores de localización de la inclusión, aunque un desarrollo análogo
se podría realizar con los de la matriz.
Para determinar los tensores de localización es necesario realizar algunas suposiciones.
Si la inclusión se puede considerar que está diluida en el seno del material, esto es  << 1,
es posible obtener una expresión matemática de los tensores A y B. El procedimiento físico
para llegar a dicha expresión se describe a continuación [10,101,239].
Se tiene un material compuesto por matriz e inclusión (fig. 4.2.a), que es sometido a un
campo de tensiones lejano a1. Si se conociera el tensor de rigidez del material compuesto,
C, el campo de deformaciones global sería "a = Ca. Debido a la suposición de inclusión di-
luida, las deformaciones en la matriz serán prácticamente iguales a las del material completo:
"a = "
m
a .
El estado tensional final de la inclusión, hiinh, será:
hiinh = Ci h"iinh (4.11)
donde h"iinh es la deformación de la inclusión cuando el composite se somete a la tensión de
campo lejano. El subíndice nh corresponde a las siglas no homogénea, como es el composite
real, por contraposición al modelo homogéneo que se analiza a continuación. Tanto la tensión
como la deformación en la inclusión serán uniformes en el caso de que la inclusión sea
elipsoidal [57].
Supóngase ahora un material exactamente igual que el anterior, en el que se ha sustituido
la inclusión por otra de la misma geometría pero con las propiedades mecánicas que la matriz,
denominada inclusión homogénea equivalente, fig. 4.2.b. Inicialmente el material está libre
de tensiones, tanto interna como externamente. La inclusión, por separado, es sometida a
un campo de deformaciones " que no introduce ningún estado tensional en ella2. A " se
le conoce como “eigenstrain”. Para volver a colocar la inclusión homogénea en la matriz no
deformada sería necesario aplicar de nuevo el mismo campo de deformaciones anterior hasta
que " = 0, es decir, una carga de compresión  Cm" . Si se introduce la inclusión en el hueco
dejado por la matriz y se libera esa carga de compresión, la inclusión intentará recuperar
la deformación " , pero ahora estará restringida por la matriz. Alcanzará por tanto una
deformación "i, intermedia, y estará sometida a un estado tensional i = Cm
 
"i   "

.
Nótese que se usa Cm por tratarse de la inclusión denominada homogénea equivalente. El
1Este campo de tensiones lejano está aplicado en el contorno del material, el cual está suficientemente
alejado de la inclusión.
2Esto podría ser conseguido, por ejemplo, mediante dilatación térmica sometiendo a la inclusión a una
variación de temperatura.
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Figura 4.2: Descripción gráfica del procedimiento de la inclusión equivalente para un sistema
matriz-inclusión. Adaptado de Withers y cols. [239].
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material es, finalmente, sometido a un campo de tensiones lejano a. Dado que la inclusión
está diluida, la deformación que provoca a sobre la matriz será la misma que en el caso
no-homogéneo, "a = "ma . La inclusión seguirá ocupando un hueco dentro de la matriz y, por
tanto, esta deformación "a se le sumará a la deformación que tenía la inclusión en el paso
anterior. El estado tensional final de la inclusión homogénea, hiih, y su deformación, h"iih,
serán, por tanto:
hiih = Cm

h"iih   "

(4.12a)
h"iih = "a + "i (4.12b)
Se pretende ahora que ambos componentes sean iguales. Para ello " será elegido tal
que los estados de tensión y deformación en la inclusión no-homogénea y en la inclusión
homogénea equivalente sean iguales, es decir, hiinh = hiih = hii y h"iinh = h"iih = h"ii.
Recordando la ec. (4.11) en la que se eliminan los subíndices:
hii = Ci h"ii = Cm

h"ii   "

(4.13)
" no es más que un artificio matemático para lograr la homogeneización del material.
Este eigenstrain y la deformación "i están relacionados a través del conocido como tensor
de Eshelby [57], S, que es tratado en el anexo A. Este tensor de Eshelby proporciona la
deformación que finalmente adquiere la inclusión al volver a introducirse en el hueco de la
matriz tras haber sido sometida a la deformación " . Es por tanto un tensor que depende
únicamente de la forma de la inclusión y del tensor de comportamiento de la matriz:
"i = S" (4.14)
Si se despeja " de la ec. (4.13):
" =  Dm(Ci  Cm) h"ii (4.15)
De la ec. (4.12b) se tiene que:
h"ii = "a + "i = "a + S" = "a   SDm(Ci  Cm) h"ii (4.16)
de donde se despeja h"ii:
h"ii = [I+ SDm (Ci  Cm)] 1 "a (4.17)
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Como ya se ha comentado, en el caso de inclusiones muy diluidas se tiene que "a ' "ma =
Dma, por lo que:
hii = Ci h"ii = Ci [I+ SDm (Ci  Cm)] 1Dma (4.18)
a representa la carga aplicada al sólido completo, por lo que a = hi y "a = h"i, siendo
hi y h"i los tensores de tensiones y deformaciones medios del material que aparecen en las
ecs. (4.3). Por lo tanto, se pueden identificar los tensores de localización de la inclusión, que
se denominan diluidos, de las ecs. (4.17) y (4.18) como:
Aidil = [I+ SDm (Ci  Cm)] 1 (4.19a)
Bidil = Ci [I+ SDm (Ci  Cm)] 1Dm (4.19b)
Los tensores de localización de la matriz, Am y Bm, pueden ser fácilmente obtenidos
a partir de los de la inclusión por medio de las ecs. (4.6) y (4.7). Con estos tensores de
localización y la ec. (4.10) se puede obtener el tensor de comportamiento del composite.
4.2.1. Método de homogeneización de Mori-Tanaka
Todo el desarrollo anterior, válido sólo para inclusiones diluidas, es utilizado como punto
de partida por el método Mori-Tanaka [20, 168]. En este método, ahora válido para com-
posites no diluidos (aunque es necesario que la concentración de inclusiones siga siendo
relativamente baja), la superposición entre las inclusiones y el hecho de que estas están en
pequeña proporción respecto a la matriz permite aproximar a y "a, tensiones y deformacio-
nes en el campo lejano, en las ecs. (4.17) y (4.18) por las tensiones y deformaciones medias
en la matriz, him y h"im:
hii = Bidil him (4.20a)
h"ii = Aidil h"im (4.20b)
De las ecs. (4.5) y (4.20b) se tiene que:
h"i =  h"ii + (1  ) h"im = Aidil h"im + (1  ) h"im =

Aidil + (1  ) I
 h"im (4.21)
Despejando h"im y sustituyendo de nuevo la ec. (4.20b):
h"ii = Aidil

Aidil + (1  ) I
 1 h"i (4.22)
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de lo cual se deduce el valor del tensor de localización de deformaciones de Mori-Tanaka:
AiMT = A
i
dil

Aidil + (1  ) I
 1
(4.23)
y de forma análoga el tensor de localización de tensiones:
BiMT = B
i
dil

Bidil + (1  ) I
 1
; (4.24)
quedando la expresión del tensor de rigidez del composite, según la ec. (4.10):
CMT = Cm +  (Ci  Cm)AiMT (4.25)
4.2.2. Método de Ferrari y Johnson para inclusiones con orienta-
ciones aleatorias
La ec. (4.25) es válida para una determinada orientación de las inclusiones respecto a la
matriz, la cual se tiene en cuenta tanto en los tensores de rigidezCi yCm como en el tensor de
Eshelby S. Es por ello por lo que este método es válido para tratar materiales compuestos
con inclusiones alineadas en una sola dirección, muy común en materiales artificiales en
los que se controla dicha orientación para rigidizar el material en cierta orientación. Sin
embargo, ese no es el caso del tejido fibroso, el cual presenta una distribución de fibrillas no
alineadas y prácticamente aleatoria (fig. 4.1). Para este tipo de composites se puede seguir
el procedimiento propuesto por Ferrari y Johnson [60] que es una extensión del método de
Mori-Tanaka para inclusiones con orientación aleatoria. En dicho procedimiento se sustituye
el concepto de tensores de concentración y localización absolutos por el de tensores promedio
en el espacio de la distribución, tal y como se describe a continuación. Se tiene que el tensor
de rigidez del composite usando la formulación de Ferrari, CMTF , es:
CMTF = Cm + 

(Ci  Cm)AiMTF
	
(4.26)
donde el tensor de localización de deformaciones de la formulación de Ferrari AiMTF se
define a partir de la ec. (4.23) como:
AiMTF = A
i
dil



Aidil
	
+ (1  ) I 1 (4.27)
donde fg denota que la variable se ha promediado de la siguiente forma.
Para un tensor F cualquiera se define su promedio por:
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fFg =
I
F(g)(g)dg =
=
1

Z 2
0
Z 
0
Z 2
0
F(g)(g) sin d1 d d2 (4.28)
donde
H
es la integral triple en el espacio de coordenadas esféricas, g es la terna de ángulos
de Euler que definen la orientación de la fibra ( 2 (0; ), 1 2 (0; 2) y 2 2 (0; 2),
fig. 4.3.a), F(g) es el tensor F girado en la dirección definida por g, (g) es la función de
probabilidad de distribución y  una constante que será definida más adelante.
X ‘
Y ‘
Z ‘
X
Y
Z
φ1
φ2
Φ
INCLUSION
a)
γ1
γ2
b)
Φ
φ1
c)
Figura 4.3: a) Representación de la orientación de la fibrilla con sus ejes locales (rojo), los
ejes globales (negro) y los ángulos entre ellos (azul), b) ejemplo de valores tomados para 1
y 2 y c) distribución de las fibrillas en el espacio tomando dichos valores.
La función de probabilidad de distribución se define como:
(g) dg =
dV (g)
Vf
(4.29)
con Vf el volumen total de fibras en el compuesto y dV (g) el volumen de fibras en el rango
[g;g + dg], de modo que:
I
(g)dg = 1 (4.30)
De esta forma, conocida la probabilidad con la que las inclusiones están orientadas en una
determinada orientación g a través de la función (g), es posible integrar los tensores de las
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ecs. (4.26) y (4.26) para obtener el tensor de rigidez (o de forma análoga el de flexibilidad)
de un sólido compuesto por una matriz con inclusiones no alineadas, como es el caso del
tejido fibroso.
En esta tesis se va a suponer que las inclusiones pueden ocupar una cierta región del
espacio definida por 1; :::; 6 y con una densidad de probabilidad de orientación (g) uni-
forme:
(g) =
8<: ^ 8  2 [1; 2]; 1 2 [3; 4]; 2 2 [5; 6]0 resto (4.31)
donde ^ es una constante. Las inclusiones se suponen elipsoidales de manera general. Si el
material que las forma tiene ciertas simetrías (es isótropo o transversalmente isótropo con
dirección preferente el eje X ` local), el giro 2 es irrelevante en la formulación. También se
supondrá la simetría polar del composite, es decir que el ángulo 1 también es irrelevante.
Así, de manera general, se considerará que las inclusiones pueden estar orientadas dentro del
espacio comprendido entre dos conos de ejes el eje X global y ángulos en el vértice 1 y 2
(fig. 4.3b y 4.3c) y que dentro de ellos se distribuyen de manera uniforme. Este caso general
se puede particularizar. Así, por ejemplo, si las inclusiones se distribuyen uniformemente en
todas las direcciones del espacio se tiene que 1 = 0 y 2 = =21, y si las inclusiones están
alineadas en torno a una dirección preferente, como afirman Su y cols. [218], se tiene 1 = 0
y 2 = 2, un cierto valor que dependerá del grado de alineación. La función de densidad de
probabilidad será entonces:
(g) = () =
8<: ^ 8  2 [1; 2]0 8  2 [0; 1)S(2; ] (4.32)
La constante  se define imponiendo la condición dada por la ec. (4.30). Teniendo en
cuenta la definición de  dada en la ec. (4.32) se tiene:
I
(g)dg =
1

Z 2
0
Z 
0
Z 2
0
() sin d1 d d2 =
4^2

Z 2
1
sin d =
=
4^2

(cos 1   cos 2) = 1 )
)  = 4^2(cos 1   cos 2) (4.33)
12 = =2 y no  porque al ser inclusiones infinitas, los ángulos =2 < 2   ya están cubiertos.
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Una vez conocido el valor de la función de probabilidad de distribución es necesario
aplicar la transformación fg a los tensores de las ecs. (4.26) y (4.27). Para ello se realiza
una integral triple en todo el dominio de la distribución de inclusiones. Sin embargo, las
inclusiones son transversalmente isótropas con dirección preferente la dirección longitudinal,
como se verá en la sección 4.4. Y esto hace que 2 no intervenga en la integración, como
ya se ha dicho. Por lo tanto, el promedio de Ferrari y Johnson para un tensor genérico F
resulta en este caso:
fFg = 1

Z 2
0
Z 
0
Z 2
0
F(g)() sin d1 d d2 =
2^

Z 2
0
Z 2
1
F(g) sin d1 d =
=
1
2(cos 1   cos 2)
Z 2
0
Z 2
1
F(g) sin d1 d (4.34)
Para realizar esta doble integración de forma numérica se definió una malla (fig. 4.4)
para discretizar el dominio de integración y así sustituir la integral por un sumatorio. Dicho
sumatorio se dividió en tres términos: uno doble para la zona central ( 2 (1; 2)) y dos
sumatorios simples para los extremos del dominio ( = 1; 2):
fFg ' 1
2(cos 1   cos 2)
24 2 e1X
=1+e1
360 e2X
1=0
F(; 1) sine1e2+
+
360 e2X
1=0
F(1; 1) sin 1
e1e2
2
+
360 e2X
1=0
F(2; 1) sin 2
e1e2
2
35 (4.35)
donde  = e1 y 1 = e2 representan los incrementos de las variables en la integración
numérica.
4.2.3. Self-Consistent Scheme
A veces no es posible aceptar la premisa de que la concentración de inclusiones es tan
baja como para que el método Mori-Tanaka sea válido. En efecto, a partir de un cierto valor
de la fracción volumétrica de inclusiones, , la suposición hecha en la ec. (4.18) de inclusiones
diluidas, que implica que "a ' "ma = Dma, ya no es válida. En estos casos se puede usar
un esquema auto-consistente (Self-Consistent Scheme) para estimar el tensor de rigidez
del composite, denominado ahora CSCS . Este esquema supone que la inclusión ya no está
embebida en la matriz, sino en un composite equivalente, que puede ser el propio composite
ya homogeneizado, tal como proponen Hill [101] y Hashin [89]. Para ello se sustituye en la
definición del tensor Ai de la ec. (4.19a) Cm y Dm por CSCS y DSCS , respectivamente:
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Figura 4.4: Representación esquemática de la malla del dominio de integración. a) Vista
general, b) Vista de detalle.
AiSCS = [I+ SDSCS (Ci  CSCS)] 1 (4.36)
que al sustituir en (4.10) proporciona
CSCS = Cm +  (Ci  Cm) [I+ SDSCS (Ci  CSCS)] 1 (4.37)
La anterior es una ecuación implícita que se resuelve de forma iterativa para CSCS según
el algoritmo de la fig. 4.5.
El método Self-Consistent Scheme se usa profusamente también cuando no está muy
claro qué fase del composite actúa como matriz y qué fase actúa como inclusión. Dicho caso
se da, por ejemplo, cuando las fases interpenetran entre sí.
En la fig. 4.6 se comparan esquemáticamente los tres modelos de homogeneización anali-
zados: el modelo de inclusiones diluidas (DIL), el modelo de Mori-Tanaka (MT) y el método
Self-Consistent Scheme (SCS). Nótese la diferencia del MT frente al DIL en cuanto al cam-
po de tensiones utilizado (him en lugar de a) y del SCS frente al DIL en cuanto a las
propiedades de la fase matriz (matriz efectiva que cambia en cada paso de iteración en lugar
de la matriz real).
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Inicio
CSCS ← Cm
DSCS ← Dm
SSCS ← funcio´n de CSCS y de la
geometr´ıa de la inclusio´n (ver anexo)
A ← [I+ SSCSDSCS (Ci −CSCS)]
−1
C
∗
SCS ← Cm + ξ (Ci −Cm)A
ǫ ←
‖C
∗
SCS
‖−‖CSCS‖
‖CSCS‖
CSCS ← C
∗
SCS
|ǫ| < ǫ ∗
Fin
No
S´ı
Figura 4.5: Diagrama de flujo del algoritmo de resolución del método Self-Consistent Sche-
me. La variable , medida de la diferencia entre las normas de los tensores C SCS y CSCS , se
compara con una tolerancia que debe ser definida convenientemente para asegurar la conver-
gencia (en esta tesis se ha tomado  = 0:01). La norma del tensor C, conocida como norma
de Frobenius o norma euclídea, se define como la raíz cuadrada del producto doblemente
contraído del tensor por sí mismo: kCk = pC : C.
4.3. Inclusiones periódicas 75
i
σa
DIL
m
i
〈σ〉
m
MT
m
i
σa
SCS
eff
Figura 4.6: Comparación esquemática del método de Eshelby para inclusiones diluidas (DIL),
según la aproximación de Mori-Tanaka (MT) y según el Self-Consistent Scheme (SCS).
4.3. Inclusiones periódicas
En la sección anterior se ha tratado el caso de un material compuesto por matriz e inclu-
siones con una distribución aleatoria (tanto para el caso de concentraciones diluidas, DIL,
como para valores mayores de , MT y SCS). Con la extensión hecha por Ferrari y John-
son [60], además, se puede tratar el caso de que dichas inclusiones no estén alineadas. Una
distribución de las inclusiones completamente aleatoria es una modelización muy habitual
en composites, siendo otra típica la distribución de inclusiones periódica. En esta sección se
va a tratar dicho caso. Debido a la complejidad de la formulación del método, sólo se va a
hacer una pequeña introducción para entender el concepto básico del mismo. Para más infor-
mación sobre el método de estimación de las propiedades de un sólido con microestructura
periódica se puede consultar el libro de Nemat-Nasser y Hori [173].
En un sólido con microestructura periódica sometido a solicitaciones periódicas todas
las variables del problema (tensión, deformación, tensor de rigidez, etc.) se repiten de forma
periódica en el dominio, por lo que el volumen elemental representativo será, lógicamente,
el de la celda unitaria de dimensiones 2ai (i = 1; 2; 3 fig. 4.7). Por tanto se tiene que:
C(x+ d) = C(x) (4.38a)
(x+ d) = (x) (4.38b)
"(x+ d) = "(x) (4.38c)
donde d representa un vector entre dos celdas cualesquiera. Por simplicidad, se ha particu-
larizado la formulación para el caso de celdas unitarias cúbicas, aunque se puede generalizar
para cualquier tipo de celda unitaria.
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Figura 4.7: Celda unitaria para una estructura periódica. Adaptado de Nemat-Nasser y
Hori [173]
Al tratarse de funciones periódicas es útil trabajar con la representación en series de
Fourier de estas variables. Una función f(x) con periodicidad d puede ser expresada como:
f(x+ d) = f(x) =
X

Ff() exp(ix) (4.39a)
 = iei (4.39b)
siendo i = niai (ni = 0;1;2; : : : ; i = 1; 2; 3) una nueva variable que se corresponde con
las componentes de 1. Por tanto el sumatorio en la ecuación anterior se realiza para todos
los enteros ni (i = 1; 2; 3). Ff() son los coeficientes de Fourier, que se definen como:
Ff() =
1
V
Z
U
f(x) exp( ix)dVx (4.40)
donde U = fx; ai < xi < ai; i = 1; 2; 3g es el dominio de la celda unitaria y V = a1a2a3 es
el volumen de dicha celda.
Trabajando de esta manera, y partiendo de la ecuación de homogeneización donde se
introduce el concepto de eigenstrain (4.13), se llega, después de un desarrollo relativamente
largo, a que:
1Conviene no confundir la variable , variable vectorial de la serie de Fourier, o i, las componentes de
, con , variable escalar para la fracción volumétrica de fibrillas en el compuesto.
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CP = Cm

1  
h
(Cm  Ci) 1Cm  P
i 1
(4.41)
donde CP es el tensor de rigidez del sólido con estructura periódica,  es la fracción volumé-
trica de la inclusión en la celda unitaria (y por tanto en el sólido) y P es un operador tensorial
para inclusiones de forma genérica en una estructura periódica. En el anexo B se presentan
algunos ejemplos de dicho tensor para formas simples de la inclusión y la celda unitaria. Se
puede comprobar (Nemat-Nasser y Hori [173]) que en el caso de inclusiones elipsoidales este
operador tensorial tiende al tensor de Eshelby para concentraciones diluidas1:
lm
!0
P = S (4.42)
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Para estimar las propiedades mecánicas del tejido fibroso se propone en esta tesis un
modelo para el que es necesario conocer tanto la estructura interna de dicho tejido como su
composición, e ir calculando paso a paso las propiedades de cada una de las sub-estructuras
en que se puede dividir el tejido [128,161,235]. Se va a partir de un modelo micromecánico
multiescala desarrollado por Martínez-Reina y cols. [150] para hueso cortical y se modificará
de acuerdo con las características propias del tejido fibroso.
En ese modelo se parte de los componentes del tejido óseo, esto es, el mineral, el colágeno
y el agua. Dichos componentes se asocian entre sí para formar dos fases básicas: colágeno
mojado (colágeno y agua) y mineral mojado (mineral y agua). Estas fases son las que forman
las estructuras inmediatamente superiores en el modelo multiescala. En primer lugar se
forman las fibrillas, que son una combinación de fibras de colágeno mojado con inclusiones
de mineral mojado (mineral intrafibrilar). Estas fibrillas se alinean y se rodean de mineral
interfibrilar para formar fibras. Por último, estas fibras también se rodean de mineral dando
lugar al tejido lamelar (mineral interlamelar) que se dispone en capas concéntricas para
formar la osteona (fase a, fig. 4.8). A partir de aquí se completa el modelo multiescala
incluyendo el efecto de la porosidad (tanto de las lacunas que contienen los osteocitos como
de los canalículos que las unen), la superposición de osteonas o los canales haversianos
(fase b, fig. 4.9). Durante el proceso de remodelación de hueso cortical los osteoclastos
van formando un túnel que posteriormente es rellenado por los osteoblastos para formar
1El concepto de inclusión diluida de Eshelby se podría ver como un caso particular de inclusión periódica
en el que la celda unitaria es el material completo, y por tanto solo hay una inclusión.
78 4. Modelo micromecánico del tejido fibroso
una osteona nueva que se superpone sobre otras existentes. Para homogeneizar este nivel
y modelar la superposición de osteonas Martínez-Reina y cols. [150] propusieron utilizar el
método Self-Consistent Scheme con dos fases, osteona antigua con alto contenido mineral y
osteona nueva con bajo contenido mineral, ya que ambas fases se interpenetran entre sí. En
cuanto a los canales de Havers, se trata de otro tipo de porosidad conocida como porosidad
vascular, con forma aproximadamente cilíndrica y concéntrica con las lamelas de la osteona.
Figura 4.8: Algoritmo empleado para la estimación de las propiedades elásticas de la lamela
en el modelo micromecánico multiescala para el tejido cortical de Martinez-Reina y cols.
[150]. Adaptado de Yoon y Cowin [247].
El caso del tejido fibroso es distinto. Se trata de un tejido más desorganizado, que,
como se ha dicho, es fruto de una deposición mucho más rápida del osteoide. Así, una
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Figura 4.9: Algoritmo empleado para la estimación de las propiedades elásticas del tejido
cortical en el modelo micromecánico multiescala para dicho tejido de Martinez-Reina y
cols. [150]. Adaptado de Yoon y Cowin [247].
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microestructura tan jerarquizada como la que posee el tejido lamelar no es posible. Es lógico
pensar, y así se supondrá, que una vez que se forman las estructuras internas más sencillas
(fibrilla mineralizada) el material estará tan desorganizado (con las fibrillas de colágeno no
alineadas, y el agua ocupando los huecos que dejan las fibras de colágeno) que no será posible
que se formen otras estructuras en un nivel superior.
Por ello, en el modelo micromecánico propuesto en esta tesis se definen 4 niveles estruc-
turales para el tejido fibroso: componentes básicos (mineral, colágeno y agua), fases (mineral
mojado y colágeno mojado), el compuesto resultante, que es equivalente a la macroestruc-
tura del tejido fibroso compacto, y por último hay que tener en cuenta que el tejido óseo
fibroso no es un material compacto, sino que posee una cierta porosidad. Por tanto, una vez
conocidas las propiedades mecánicas del compuesto, es necesario incluir en el modelo la po-
rosidad lacuno-canalicular por los osteoblastos atrapados en la matriz ósea que se diferencia
a osteocitos. Y solo ese tipo de porosidad porque no se han observado canales haversianos
en el tejido fibroso.
4.4.1. Propiedades de los componentes básicos
El primer paso es definir las propiedades mecánicas del mineral, del colágeno y del agua.
Se consideró que dichos componentes poseen un comportamiento isótropo [43, 119]. En tal
caso, y una vez conocidas dos de sus constantes elásticas, se define el tensor de rigidez de
cada uno de los componentes mediante la ley de Hooke para materiales isótropos lineales:
Cijkl = ijkl +G(ikjl + iljk) (4.43)
G =
E
2(1 + )
(4.44a)
K =
E
3(1  2) (4.44b)
 =
E
(1 + )(1  2) (4.44c)
El mineral del que está compuesto el tejido óseo es hidroxiapatita, aunque con una
pequeña proporción de impurezas, por lo que se utilizaron las propiedades mecánicas de la
hidroxiapatita pura como las representativas del mineral. En cuanto a la fase orgánica, su
componente principal es el colágeno tipo I, material del cual se tomaron las propiedades. En
este trabajo se tomaron los valores de Katz [119] y Crolet y cols. [43] para las propiedades
de colágeno y mineral, dados en la tabla 4.1. El caso del agua es aparentemente sencillo: se
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conoce el módulo de compresibilidad y se podría tomar un valor del coeficiente de Poisson
w = 0:5, ya que se trata de un material incompresible. Sin embargo, para evitar problemas
numéricos, se escogió un w = 0:5  ", con "! 0+ (tabla 4.1). Para un cierto valor de " se
tiene que tanto el modulo de Young Ew como el de cizalladura Gw son finitos pero varios
órdenes de magnitud menores que Kw (tal y como se deduce de la ec. (4.44b)), por lo que
su influencia no es significativa comparada con el módulo de compresibilidad [150,247].
Constantes elásticas
Agua Kw = 2:2GPa w = 0:5  "
Mineral (hidroxiapatita) Eh = 114GPa h = 0:28
Colágeno Ec = 1:2GPa c = 0:35
Tabla 4.1: Constantes elásticas de los componentes básicos del tejido óseo.
4.4.2. Propiedades de las fases
Las fracciones volumétricas de los tres componentes básicos que forman las fases (mineral,
colágeno y agua) son lo suficientemente parecidas entre sí (como se vio en el capítulo 3)
como para descartar el empleo de la formulación diluida en cualquier combinación de dichas
componentes para formar un determinado composite. Incluso la extensión de Mori-Tanaka
sigue sin ser válida para estimar las propiedades de las fases pues no está claro el papel que
desempeña cada componente en las fases, cuál es matriz y cuál inclusión. Es por ello que el
uso del SCS está justificado. De esta forma se estiman los tensores de rigidez de las fases
mineral mojado, Chw, y de la fase colágeno mojado, Ccw, de la siguiente forma:
Chw = Cw + hw (Ch  Cw) [I+ ShwDhw (Ch  Chw)] 1 (4.45a)
Ccw = Cw + cw (Cc  Cw) [I+ ScwDcw (Cc  Ccw)] 1 (4.45b)
donde hw y cw son las fracciones volumétricas de mineral en la fase mineral mojado y
de colágeno en la fase colágeno mojado, respectivamente, y Shw y Scw son los tensores de
Eshelby de cada una de las fases, mineral mojado y colágeno mojado respectivamente. Las
ecs. (4.45a) y (4.45b) son ecuaciones implícitas que se resuelven, tal y como se propuso en
la sec. 4.2.3, según el algoritmo de la fig. 4.10a y 4.10b, respectivamente.
El tensor de Eshelby, definido en el anexo A para inclusiones elipsoidales, depende, en
primer lugar, del tensor de comportamiento de la matriz de cada fase. Esta, al tratarse del
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Inicio
Chw ← Cw
Dhw ← Dw
Shw ← funcio´n de Chw pa-
ra un elipsoide a = 32,
b = 19, c = 3 (ver anexo)
A← [I+ ShwDhw (Ch −Chw)]
−1
C
∗
hw ← Cw + φhw (Ch −Cw)A
ǫ ←
‖C
∗
hw
‖−‖Chw‖
‖Chw‖
Chw ← C
∗
hw
|ǫ| < ǫ ∗
Fin
a)
No
S´ı
Inicio
Ccw ← Cw
Dcw ← Dw
Scw ← funcio´n de Ccw pa-
ra un elipsoide b = c,
a → ∞ (ver anexo)
A← [I+ ScwDcw (Cc −Ccw)]
−1
C
∗
cw ← Cw + φcw (Cc −Cw)A
ǫ ←
‖C
∗
cw
‖−‖Ccw‖
‖Ccw‖
Ccw ← C
∗
cw
|ǫ| < ǫ ∗
Fin
b)
No
S´ı
Figura 4.10: Diagrama de flujo del algoritmo de resolución del método Self-Consistent Sche-
me para las fases a) mineral mojado y b) colágeno mojado.
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método SCS, cambia en cada iteración, por lo que dicho tensor debe ser actualizado en
cada paso. Tal y como se vio en la sec. 4.2.3, en la formulación del SCS se necesita tomar
inicialmente como matriz a uno de los dos componentes del composite. En las ecs. (4.45a)
y (4.45b) se tomó inicialmente el agua como matriz, aunque igualmente válido sería haber
tomado el mineral en la fase mineral mojado o el colágeno en la fase colágeno mojado para
dicho papel.
Además, el tensor de Eshelby también depende de la forma que tenga la inclusión. Para
el caso del colágeno mojado se puede suponer que las moléculas de colágeno que actúan
como inclusión tienen forma de cilindros infinitos que pueden modelarse como un elipsoide
con semiejes b = c, a!1.
Las inclusiones de mineral, por su parte, son cristales de hidroxiapatita, que en su forma
pura son hexagonales. Sin embargo, hay que tener en cuenta que la presencia de iones
distintos a los de la hidroxiapatita pura (sustituciones del ion fosfato PO43  por iones
carbonato CO32  y fosfato de hidrógeno HPO42 , tal y como se vio en el cap. 3) alteran
esta forma hexagonal deformándola y haciendo que se parezca más a un elipsoide. Las
dimensiones de los semiejes que se tomaron son las medidas por Su y cols. [217] para los
cristales de mineral en hueso fibroso en fetos humanos: a = 32nm, b = 19nm, c = 3nm. En
el tejido lamelar los cristales de mineral aparecen alineados con el colágeno en su eje más
largo [126]. Se ha supuesto que en el tejido fibroso sucede igual. Por tanto, ese será el eje X `
(fig. 4.3a).
En cuanto a los parámetros que miden la proporción de los componentes en cada fase,
hw y cw, se tiene que:
hw =
vh
vh + vwh
(4.46a)
cw =
vc
vc + vwc
(4.46b)
donde vh y vc son las fracciones volumétricas de mineral y colágeno en el tejido, respectiva-
mente, y vwh y vwc son las fracciones volumétricas de agua en las fases mineral mojado y
colágeno mojado, siendo vw = vwh+ vwc la fracción volumétrica de agua en el tejido. Queda
ahora definir el valor de cada uno de los volúmenes v, sabiendo que, al tratarse de volúmenes
relativos al volumen total de tejido compacto (sin poros):
vh + vc + vwh + vwc = vh + vc + vw = 1 (4.47)
Aún es necesario estimar cómo se reparte el agua asociada a cada una de las fases. Se
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ha supuesto que este reparto es proporcional al volumen relativo del componente correspon-
diente en el tejido, tal y como hacen Martínez-Reina y cols. [150]:
vwh = vw
vh
vh + vc
(4.48a)
vwc = vw
vc
vh + vc
; (4.48b)
cumpliéndose que vwh + vwc = vw. Por tanto, la proporción de agua en las fases mineral
mojado y colágeno mojado son iguales entre sí y, a su vez, iguales a la fracción volumétrica
de agua en el tejido:
wh =
vwh
vh + vwh
=
vw
vh
vh+vc
vh + vw
vh
vh+vc
=
vw
vh + vc + vw
= vw (4.49a)
wc =
vwc
vc + vwc
=
vw
vc
vh+vc
vc + vw
vc
vh+vc
=
vw
vh + vc + vw
= vw (4.49b)
donde se han usado las ecs. (4.47) y (4.48). Finalmente se tiene que:
hw = 1  wh = cw = 1  wc = 1  vw (4.50)
4.4.3. Propiedades del tejido fibroso compacto
Una vez conocidos los tensores de comportamiento de las fases se procede a obtener las
propiedades del tejido fibroso compacto. Para ello es necesario conocer la fracción volumétri-
ca de cada uno de los compuestos de dicho tejido, es decir, de cada una de las fases (mineral
mojado y colágeno mojado). Tal y como se vio en el capítulo 3, dichas fracciones son lo
suficientemente altas como para que no sea posible aceptar la hipótesis de inclusión diluida
(DIL) y ni tan siquiera la de fracciones volumétricas bajas necesaria para el esquema de
MT. Es necesario, por tanto, recurrir de nuevo al método SCS. Sin embargo, mientras que
en el apartado anterior se hizo uso de la formulación del SCS para inclusiones alineadas,
en este caso no conviene hacerlo así. En efecto, al formarse el tejido fibroso compacto la
fase de colágeno mojado se distribuye aleatoriamente en el tejido, mientras que el mineral
es depositado rellenando los huecos. Por lo tanto, es necesario incluir la aleatoriedad en la
orientación del colágeno mojado en el modelo.
En secciones anteriores se explicó el planteamiento hecho por Ferrari y Johnson [60] para
incluir este efecto en la formulación de Mori-Tanaka. En el modelo que se propone en esta
tesis se ha utilizado dicho planteamiento pero aplicado al método SCS mediante el uso del
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concepto de tensor promedio fFg en el cálculo del tensor C SCS del algoritmo de resolución
del SCS que aparecía en la fig. (4.5).
Además, hay que elegir qué fase desempeña el papel de matriz y qué fase el papel de
inclusión. Como ya se ha comentado, en el modelo SCS generalizado para inclusiones alinea-
das dicha elección carece de importancia: se obtiene un mismo tensor de comportamiento de
las fases sea cual sea la matriz escogida inicialmente. Sin embargo, en el caso de inclusiones
no alineadas la elección sí que es de vital importancia: los tensores de localización promedio
no son iguales en ambos casos. ¿Qué fase escoger, por tanto, para que desempeñe el papel
de la matriz? La elección más lógica se basa en la forma que tiene el tejido fibroso (fig.
4.1): las fibrillas de colágeno mojado aparecen embebidas por el mineral mojado y con una
distribución no alineada. Por tanto, el mineral mojado se tomó como matriz y el colágeno
mojado como inclusión, y la estimación del tensor de rigidez del tejido óseo fibroso compacto,
Ccomp, será:
Ccomp = Chw + 
n
(Ccw  Chw) [I+ ScompDcomp (Ccw  Ccomp)] 1
o
(4.51)
donde  es la fracción volumétrica de inclusiones (colágeno mojado) en el tejido y Scomp es el
tensor de Eshelby del tejido compacto. De nuevo se tiene que el tensor de comportamiento de
la matriz es distinto en cada paso de iteración, por lo que Scomp también debe ser actualizado
en cada paso. La forma de la inclusión del tejido fibroso compacto, al tratarse de colágeno
mojado, es cilíndrica e infinita: b = c y a!1. La variable  será:
 =
vc + vwc
vh + vwh + vc + vwc
= vc + vwc = vc + vw
vc
vh + vc
=
vc
vh + vc
(4.52)
donde se han usado las ecs. (4.47) y (4.48).
Se tiene que, al inicio del proceso de mineralización del tejido fibroso, vh = 0. Es al
iniciarse la mineralización cuando el contenido en agua del tejido va siendo sustituido por
mineral de hidroxiapatita que precipita. El volumen de colágeno es constante e igual al que
depositan los osteoblastos cuando forman el osteoide. Por tanto, se supondrá vc = cte, pero
esta suposición solo será válida mientras el proceso de remodelación no haya comenzado. Al
iniciarse dicho proceso los osteoclastos reabsorben tanto mineral como material orgánico y
los osteoblastos depositan osteoide pero en una proporción distinta cuando forman tejido
lamelar. Por esta razón el colágeno presente dependería también de la cantidad de tejido
remodelado.
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Ahora bien, mientras que el volumen relativo de colágeno permanece constante durante
la mineralización, el del mineral y el del agua varían, aumentando el primero y reduciéndose
el segundo en igual proporción. El proceso de mineralización no terminaría, en teoría, hasta
que el tejido no fuera capaz de alojar más mineral porque no hubiera más agua que pudiera
ser desplazada por dicho mineral. Sin embargo, este límite es difícil de alcanzar, ya que el
tejido se satura antes, aproximadamente a los 6 meses [182]. Antes de que dicha saturación
ocurra es previsible que la remodelación ósea interna haya comenzado, sustituyendo el tejido
fibroso por tejido lamelar y variando el contenido de mineral de acuerdo a la cantidad de
tejido remodelado. En ese caso habría que considerar en el modelo micromecánico la mezcla
de ambos tipos de tejidos, algo que no se hace en esta tesis. Por tanto, la validez del presente
modelo está limitada en el tiempo al período anterior a que ocurra la remodelación del callo
y dicha limitación temporal afecta también al contenido de mineral que puede alcanzar
el tejido fibroso que no será muy alto. A pesar de ello, en esta tesis se contempla todo
el rango de mineralización para el tejido fibroso, por generalidad, desde vh = 0 hasta el
valor de saturación, vh;sat, que se ha supuesto que ocurre cuando la fracción de ceniza es
 = 0:7 [76, 97], al igual que en el caso del tejido cortical. De la ec. (2.8) se tiene:
 =
vh;sath
vh;sath + vcc
= 0:7 ) vh;sat = 0:7cvc
0:3h
(4.53)
Como se ha dicho el tejido fibroso tiene un contenido de colágeno más alto que el tejido
lamelar y en ese caso es posible que se sature antes. Por ello el límite vh;sat puede correspon-
der a una cantidad de mineral tal que todo el agua haya sido sustituida por mineral, lo cual
carecería de sentido físico. El volumen de mineral que correspondería a ese caso, vh;vw=0,
sería:
vh + vc + vw = vh;vw=0 + vc = 1 ) vh;vw=0 = 1  vc (4.54)
Por tanto, el valor máximo admisible de la fracción volumétrica de mineral en el tejido
será el mínimo de ambos límites:
vh;max = mn

0:7cvc
0:3h
; 1  vc

(4.55)
La ec. (4.51) es de nuevo una ecuación implícita que se resuelve de forma iterativa según
el algoritmo modificado de la fig. 4.11.
En este modelo se quiere comprobar la influencia de la orientación de las inclusiones en
las propiedades del tejido fibroso, por lo que era necesario definir la función (g) en todo
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Inicio
Ccomp ← Chw
Dcomp ← Dhw
Scomp ← funcio´n de Ccomp para un
elipsoide b = c, a → ∞ (ver anexo)
A← [I+ ScompDcomp (Ccw −Ccomp)]
−1
C
∗
comp ← Chw + ξ {(Ccw −Chw)A}
ǫ ←
‖C
∗
comp‖−‖Ccomp‖
‖Ccomp‖
Ccomp ← C
∗
comp
|ǫ| < ǫ ∗
Fin
No
S´ı
Figura 4.11: Diagrama de flujo del algoritmo de resolución del método Self-Consistent Sche-
me modificado para inclusiones no alineadas particularizado para el tejido fibroso compacto.
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el dominio convenientemente, y en particular los ángulos 1 y 2 (sec. 4.2.2). Inicialmente
se supone que el tejido fibroso posee una distribución aleatoria uniforme con la orientación
de las inclusiones, esto es, las fibrillas de colágeno mojado ocupan todas las direcciones. Por
tanto 1 = 0 y 2 = =2. Conforme el tejido fibroso va madurando, y según Su y cols. [218],
las inclusiones se pueden alinear con las direcciones principales de carga, por lo que 2 va
disminuyendo. En la sec. 4.5 se verá el efecto de la variación de dicho ángulo.
4.4.4. Propiedades del tejido poroso
Como ya se vio en el capítulo 2, el tejido óseo está compuesto por una matriz de tejido
sólido compacto con una serie de poros, que en función del tipo de tejido puede llegar a
representar hasta el 90% del volumen total. Si bien es cierto que la naturaleza del tejido
fibroso (el cual se forma, normalmente, en zonas del hueso previamente fracturadas) es
radicalmente distinta a la del tejido óseo lamelar maduro (consecuencia de un proceso de
remodelación ósea), no es menos cierto que la estructura interna no es tan distinta en un caso
y en otro. Algunos de los osteoblastos que forman el osteoide del tejido fibroso se diferencian a
osteocitos al terminar su actividad, al igual que ocurre en el caso de la actividad de las BMUs.
De hecho, es necesario que dicho tejido fibroso contenga osteocitos interconectados en el seno
de la matriz, ya que ellos son los responsables de iniciar la posterior remodelación del tejido
fibroso [163,191]. Varios estudios han sido realizados con el fin de evaluar el número y tamaño
de dicho osteocitos en el tejido fibroso: Hernandez y cols. [98] cuantificaron la densidad de
osteocitos en ratas para el tejido lamelar (834  83 células=mm2), para el tejido fibroso
formado por osificación intramembranosa en el periosteo de un callo de fractura (1138168
células=mm2) y para el tejido fibroso formado por osificación endocondral en el centro del
callo (1875270 células=mm2). Remaggi y cols. [195] realizaron un experimento similar pero
para varias especies, entre ellas humanos, obteniendo en este caso una densidad de 1050400
células=mm2. La porosidad de este tejido, al igual que ocurre con el hueso lamelar, viene
determinada por la presencia de lacunas en las que se encuentran los osteocitos y canalículos
que unen dichas lacunas. Se puede hablar, por tanto de dos tipos de porosidad: porosidad
lacunar y porosidad canalicular. El proceso descrito a continuación es una adaptación al
tejido fibroso del método utilizado por otros autores para la porosidad del tejido cortical
(Martinez-Reina y cols. [150], Yoon y Cowin [246]).
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Porosidad canalicular
Los canalículos que conectan los osteocitos entre sí pueden ser asemejados a cilindros
infinitos distribuidos periódicamente en direcciones longitudinal, radial y circunferencial.
Las propiedades de un material compuesto por una matriz sólida y unas inclusiones huecas
que se distribuyen periódicamente a lo largo de dicha matriz se pueden estimar utilizando
el método de Nemat-Nasser y Hori para inclusiones con rigidez nula [173]:
Ccan = Ccomp
h
I  pcan (I Pc;comp) 1
i
(4.56)
donde Ccan es el tensor de rigidez del tejido con porosidad canalicular, Ccomp es el tensor
de rigidez del tejido fibroso compacto calculado en el paso anterior, pcan es la porosidad
canalicular y Pc;comp es el operador tensorial para huecos cilíndricos en el tejido compacto
(ver Anexo B).
Ahora bien, dado que los canalículos están distribuidos en las tres direcciones, es necesario
repetir este proceso en dichas direcciones: longitudinal, L, radial, R, y circunferencial, C.
Para ello, la ec. (4.56) se convierte en:
Ckcan = Ccomp
h
I  pcan
 
I Pkc;comp
 1i
(4.57)
donde Ckcan y Pkc;comp son el tensor de rigidez del tejido con porosidad canalicular en la
dirección k (L;R;C) y el operador tensorial para huecos cilíndricos en la dirección k, respec-
tivamente.
Como en Yoon y Cowin [246], se supone que el tejido es una superposición de láminas
de tejido con los canalículos en las tres direcciones. Por tanto, es posible calcular el tensor
de rigidez del material con porosidad canalicular, CLRCcan , mediante la formulación desarro-
llada por Chou [32] para compuestos laminados. En ella, y una vez conocidas las fracciones
volumétricas de cada laminado, Vk, es posible determinar el tensor de rigidez del tejido con
porosidad canalicular, CLRCcan , por sus componentes de la siguiente manera:
CLRCcan;ij =
X
k=L;R;C
Vk
8>><>>:Ckcan;ij +
Ckcan;i3
Ckcan;33
2664
P

=L;R;C
V
C


can;3j
C
can;33P

=L;R;C
V

C
can;33
  Ckcan;3j
3775
9>>=>>; 8 i; j = 1; 2; 3; 6
(4.58)
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CLRCcan;ij =
P
k=L;R;C
Vk
k
Ckcan;ijP
k=L;R;C
P

=L;R;C
VkV

k

(Ckcan;44C


can;55   Ckcan;45C
can;54)
8 i; j = 4; 5 (4.59)
donde k = Ckcan;44Ckcan;55   Ckcan;45Ckcan;54.
Se necesita definir el valor de pcan y Vk. Los tensores Pkc;comp están completamente
definidos conociendo pcan, ya que se trata de una inclusión periódica con forma cilíndrica
infinita, ver anexo B.
La celda unitaria representativa usada en el modelo periódico para la porosidad canali-
cular es una celda cúbica de dimensión 2a. En ella se coloca una inclusión cilíndrica de radio
b y longitud 2l = 2a, y por tanto infinita cuando se admite la periodicidad de esta celda en
las tres direcciones (fig. 4.12a). Por ello se tiene que pcan = VcilindroVcelda =
b22l
(2a)3 = (
b
2a )
2. El
valor de b, radio de los canalículos para el tejido fibroso, es desconocido, por lo que pcan se
determina indirectamente más adelante.
2a
2a
2a
2b
2l
a)
2L
2L
2L
2b1
2b2
2b3
b)
Figura 4.12: Celdillas unitarias con las inclusiones cilíndricas infinitas (canalículos) y elip-
soidales (lacunas).
Para definir el valor de Vk, fracción de volumen de cada laminado (L;R;C), se utiliza
la proporción estimada de canalículos que hay en cada dirección como se hace en otros
trabajos [9,150,247]. Para ello, si se supone que los canalículos parten de la lacuna (osteocito)
con una distribución aleatoria uniforme (no hay preferencia por una dirección en concreto)
es lógico pensar que la proporción de canalículos orientados en una cierta dirección estará
directamente relacionada con el área de la lacuna proyectada sobre el plano en cuestión.
En efecto, si por ejemplo se tuviera una lacuna perfectamente esférica se tendría que los
canalículos saldrían de ella en todas las direcciones con la misma probabilidad, tal y como
se deduce de las áreas proyectadas por la esfera en los tres planos (fig. 4.13a). La proporción
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de áreas es de la forma a2 : a2 : a2, lo que equivale a 13 :
1
3 :
1
3 . Si por el contrario se
supone que la forma del osteocito es un elipsoide de semiejes b1, b2 y b3, se procede de forma
análoga (fig. 4.13b). En este caso se tienen unas áreas proyectadas b2b3 : b1b3 : b1b2, que
dan unas proporciones b2b3b1b2+b1b3+b2b3 :
b1b3
b1b2+b1b3+b2b3
: b1b2b1b2+b1b3+b2b3  VL : VC : VR. Los
valores 2b1 = 13m, 2b2 = 12m y 2b3 = 9m, semiejes del elipsoide que representa una
lacuna promedio en el tejido fibroso, fueron tomados de Remaggi y cols. [195], con los que
se obtiene:
VL = 0:1176 (4.60a)
VC = 0:2941 (4.60b)
VR = 0:5882 (4.60c)
a
pia2
pia2
pia2
b1
b2
b3
pib1b3
pib1b2
pib2b3
a) b)
L
C
R
Figura 4.13: Proyección del osteocito esférico de radio a y del osteocito elipsoidal de semiejes
b1, b2 y b3 en los tres planos.
Porosidad lacunar
Por último, y una vez introducida la porosidad canalicular, es el momento de estimar
las propiedades mecánicas del tejido fibroso completo incorporando al modelo la porosidad
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lacunar. Procediendo de la misma manera que para el caso de las porosidad canalicular pero
con inclusiones huecas elipsoidales, como se supone para las lacunas:
C = CLRCcan
h
I  plac (I Pe;LRC) 1
i
(4.61)
donde C es el tensor de rigidez del tejido con porosidad lacunar y, por tanto, del tejido
fibroso completo, plac es la porosidad lacunar y Pe;LRC es el operador tensorial para huecos
elipsoidales en el tejido con porosidad canalicular (ver anexo B).
Es necesario definir el valor de plac, las dimensiones de la lacuna (2bk con k = 1; 2; 3) y
las dimensiones de la celdilla unitaria del modelo periódico, 2L, (fig. 4.12b). A partir de estos
valores se calcula el operador tensorialPe;LRC (anexo B). Las dimensiones de la lacuna bk son
las usadas anteriormente, mientras que las dimensiones de la celda unitaria pueden estimarse
a partir de los valores dados en Remaggi y cols. [195] para la densidad superficial de osteocitos
en humanos. Si se conocía el número de osteocitos por unidad de superficie en el tejido fibroso
(A = 1050 osteocitos=mm2, [195]), se puede obtener fácilmente la dimensión de la celda
unitaria cúbica que contiene un solo osteocito como 2L = 1=
p
A = 30:86m [9, 150, 247].
Una vez conocidas las dimensiones del elipsoide y de la celda se puede calcular fácilmente
un valor típico de la porosidad lacunar en tejido fibroso, plac, como:
plac =
4
3 b1b2b3
(2L)3
=
b1b2b3
6L3
= 0:0250 (4.62)
Ahora ya se puede calcular la porosidad canalicular, pcan, que quedó pendiente en el
apartado anterior, aunque para ello es necesario realizar algunas suposiciones. Si se define la
porosidad lacuno-canalicular como plc = plac + pcan, se tiene que el volumen total de poros
en la celda unitaria del modelo periódico, Vlc, es:
Vlc = Vl + Vc = plcVcelda (4.63)
siendo Vcelda = (2L)3 el volumen de la celda que contiene al osteocito y a los canalículos
que salen de él, y Vl y Vc el volumen de lacuna y canalículos en la celda unitaria, respecti-
vamente. En este modelo se supone que dicho volumen total de poros en la celda unitaria
del tejido fibroso es igual al volumen total de poros en la celda unitaria del tejido lamelar
del hueso cortical. Esta suposición equivale a afirmar que los osteocitos y sus ramificaciones
(canalículos) tienen el mismo tamaño en ambos tipos de tejido. Teniendo eso en cuenta se
tiene:
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Vl;fib + Vc;fib = Vl;cort + Vc;cort = plc;cortVcelda;cort (4.64)
Es su forma y la densidad de osteocitos lo que puede variar. Esto último solo afectaría
al volumen de la celda unitaria y, por tanto, a la porosidad lacuno-canalicular. Y la forma
afectaría al reparto de volumen de la célula entre cuerpo y ramificaciones, es decir, al reparto
de dicha porosidad entre lacunar y canalicular. De esta forma, una vez conocidos los valores
de la porosidad lacuno-canalicular en el tejido cortical (plc;cort = 0:05 [38,233,246,249,250])
y de las dimensiones de la celda unitaria en el tejido cortical (2Lcelda;cort = 43m [9]), se
tiene que:
pcan = plc   plac = plc;cortVcelda;cort
Vcelda;fib
  plac = 0:05 43
3
30:863
  0:0250 = 0:1103 (4.65)
Estos valores de la porosidad del tejido fibroso (pcan;fib = 0:1103, plac;fib = 0:0250) son
significativamente más altos que en el tejido lamelar del hueso cortical (pcan;cort = 0:0418,
plac;cort = 0:0082 [150]). La razón de esta diferencia se explica por la naturaleza del tejido
fibroso. Tal y como se vio en el cap. 3, este tejido tiene un contenido de colágeno más alto
que el cortical, lo que será una consecuencia de una mayor concentración de osteoblastos.
Es de esperar entonces que la cantidad de ellos que quedan enterrados en la matriz ósea y
se diferencian a osteocitos sea mayor en el tejido fibroso que en el tejido lamelar, lo cual
está en consonancia con los resultados de Hernandez y cols. [98] y Remaggi y cols. [195]
anteriormente comentados.
4.5. Resultados del modelo micromecánico del tejido fi-
broso
Una vez que se conoce la composición media del tejido fibroso se procede a estimar las
propiedades mecánicas del mismo mediante el modelo micromecánico propuesto. Los valores
de los distintos parámetros usados en el modelo micromecánico, se detallan en la tabla 4.2.
En el modelo micromecánico se ha modelado el coeficiente de Poisson del agua como
un valor muy próximo al límite  = 0:5 sin llegar a él para evitar problemas numéricos,
w = 0:5  ", mediante un parámetro " tendente a cero. Se define dicho parámetro como:
" = 10 (1+) (4.66)
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Composición del tejido fibroso
vh Fracción volumétrica del mineral en el tejido fibroso 0:280
vc Fracción volumétrica del colágeno en el tejido fibroso 0:584
vw Fracción volumétrica del agua en el tejido fibroso 0:136
 Fracción de ceniza del tejido fibroso 0:51
Parámetros del modelo micromecánico
hw Fracción volumétrica de mineral en la fase mineral mojado 1  vw
cw Fracción volumétrica de colágeno en la fase colágeno mojado 1  vw
 Fracción volumétrica de inclusiones de colágeno mojado en
el tejido vcvh+vc
1 Ángulo  mínimo (fig. 4.3b) 0
2 Ángulo  máximo (fig. 4.3b) =2
pcan Porosidad canalicular del tejido fibroso 0:1103
plac Porosidad lacunar del tejido fibroso 0:0250
Parámetros de la integración numérica
e1 Paso de integración numérica del ángulo  (fig. 4.4b) 5
e2 Paso de integración numérica del ángulo 1 (fig. 4.4a) 5
Tabla 4.2: Valores asignados a los distintos parámetros del modelo micromecánico.
y se analiza la influencia de  en las propiedades estimadas para el tejido fibroso. En la fig.
4.14 se ve cómo al tender w a 0.5 dichas propiedades convergen a un valor constante.
Con el procedimiento descrito en los apartados anteriores se llega a un tensor de rigidez
del tejido fibroso con simetría ortótropa, que obedece solo al proceso de integración numérica
de las ecuaciones. En efecto, si se supone una probabilidad uniforme de orientación de las
fibrillas de colágeno en todo el espacio, el tejido fibroso que compone el callo óseo de fractura,
debería ser isótropo, porque además todos los componentes se han supuesto isótropos. Sin
embargo, la ecuación usada para estimar el tensor de rigidez del tejido compacto sin poros,
Ccomp:
Ccomp = Chw + 
n
(Ccw  Chw) [I+ ScompDcomp (Ccw  Ccomp)] 1
o
; (4.67)
requiere realizar una integración numérica (ver sección 4.2.2), que es la responsable de esa
falta de isotropía. A pesar de ello, la desviación respecto a la isotropía es pequeña, como se
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puede observar en la fig. 4.14. En ella se muestran los módulos de Young estimados para el
tejido en las direcciones de ortotropía.
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Figura 4.14: Variación de la rigidez E del tejido fibroso en función del coeficiente de Poisson
utilizado para el agua w en las direcciones de ortotropía.
El tejido fibroso es ortótropo según el modelo micromecánico propuesto. Sin embargo,
tal y como se acaba de ver, los resultados sugieren un comportamiento isótropo de las
propiedades mecánicas del tejido cuando las fibrillas se orientan en todas las direcciones (2 =
=2). Debido a esto, en el modelo micromecánico se ha incluido una fase de simetrización
de dichas propiedades mecánicas usando un método desarrollado por el grupo de Cowin
[42,244,248]. Este método consiste en obtener límites superiores e inferiores de las constantes
elásticas isótropas efectivas a partir de las constantes ortótropas. Dichos límites son, en el
caso de materiales cuasi-isótropos como este, muy parecidos, lo que permite usar el valor
medio de estos límites como una estimación de las propiedades isótropas del tejido fibroso
(ver anexo C). Por tanto, para la composición volumétrica del tejido fibroso que aparece en la
tabla 4.2 y siguiendo este método se obtuvieron las propiedades ortótropas y la simetrización
a isótropas que aparecen en la tabla 4.3.
Son muy pocos los trabajos experimentales encontrados en la literatura que hayan me-
dido la rigidez del tejido fibroso. Entre ellos el de Leong y Morgan [138], con ensayos de
nanoindentación sobre callos de fractura en fémures de rata. Los resultados para el tejido
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Constantes elásticas ortótropas Constantes elásticas isótropas
E1 1.8318 GPa
E2 1.9647 GPa E 1.9041 GPa
E3 1.8605 GPa
12 0.3552
13 0.3410
21 0.3520
 0.3431
23 0.3565
31 0.3355
32 0.3375
G4 0.7114 GPa
G5 0.7086 GPa G 0.7088 GPa
G6 0.7207 GPa
Tabla 4.3: Estimación de las constantes elásticas del tejido fibroso para w = 0:4999 antes
(ortótropo) y después (isótropo) de la simetrización propuesta por Cowin y cols. [42] (ver
anexo C).
fibroso, con una gran variabilidad espacial, estaban en el rango 26:92   1010:00MPa (me-
diana 132:0MPa, media 201:16MPa). Gardner y cols. [77] también realizaron mediciones
similares a través del análisis de imágenes de rayos X a lo largo del proceso de curación de
una fractura de tibia en un sujeto de 20 años, obteniendo valores significativamente mayores
(entre 500 y 3600MPa en función de la zona y el tiempo transcurrido desde la factura y sin
haber aparecido aún signos de remodelación). En ambos casos los valores medidos están en
el rango de los estimados con el presente modelo.
También se han estimado las propiedades mecánicas del tejido fibroso al cambiar su
composición durante el proceso de mineralización. Como ya se comentó anteriormente, en
dicho proceso el contenido de colágeno permanece constante, aumentando el de mineral y
disminuyendo el de agua. En las figuras 4.15 y 4.16 aparecen, respectivamente, la variación
del módulo de rigidez, E, y el coeficiente de Poisson , del material isótropo equivalente,
con la fracción de ceniza, .
Se han realizado diferentes ajustes de las constantes elásticas con la fracción de ceniza
(ver figuras 4.15 y 4.16) siendo el polinomio de grado 6 el que mejor ajuste consigue para
el módulo de Young. Las otras dos curvas se han incluido para poder compararlas con las
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−609,52α3 + 1671,65α4
−2292,11α5 + 1284,19α6 (R2 = 1)
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Figura 4.15: Variación del módulo de Young isótropo estimado por el modelo micromecánico
con la fracción de ceniza, .
proporcionadas por Hernandez y cols. [94, 96] para tejido cortical:
E (GPa) = 84:37v2:58b 
2:74 (4.68)
Se observa que el exponente de  en la correlación de Hernandez es prácticamente idéntico
al de la expresión potencial sin término constante representada en rojo de la fig. 4.15.
Finalmente se analizó el efecto de la alineación de las fibrillas de colágeno en el tejido
fibroso, tal y como sugieren los resultados de Su y cols. [218]. Para ello se estimaron las
propiedades del tejido al variar el ángulo 2 definido en la fig. 4.3b (el ángulo 1 se mantiene
a 0). Los resultados aparecen en la fig. 4.17. Se observa que, como se preveía, a medida que
las inclusiones se alinean en una cierta dirección (disminuye el ángulo 2), la rigidez en dicha
dirección aumenta, mientras que las otras dos rigideces se mantienen en valores parecidos. El
material, por tanto, tiene una simetría muy próxima a la isotropía transversal, con dirección
preferente la de alineación de las fibrillas.
Su y cols. [218] realizaron su estudio sobre fémures de fetos humanos en diferentes es-
tados de gestación (14-26 semanas). Este tejido presenta similitudes estructurales con el
tejido fibroso que aparece en el callo óseo tras una fractura [71, 72, 160, 218], por lo que
los resultados obtenidos en este estudio pueden ser extrapolados a los estimados por el
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Figura 4.16: Variación del coeficiente de Poisson isótropo estimado por el modelo microme-
cánico con la fracción de ceniza, .
modelo micromecánico propuesto. Estos autores obtuvieron valores del módulo elástico en
dirección longitudinal entorno a 12GPa, siendo mayor en dirección longitudinal que en di-
rección transversal y mayor en los fetos de mayor edad que en los de menor edad (rango
4:5 16:5GPa). Este valor es del mismo orden que el estimado por el modelo micromecánico
para una orientación longitudinal de las inclusiones de colágeno (fig. 4.17, valores bajos de
2).
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Figura 4.17: Variación de los módulos de Young estimados en las direcciones de ortotropía
con el ángulo 2.
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Capítulo 5
Modelo fenomenológico de
remodelación ósea
5.1. Introducción
El tejido óseo posee unas características formidables. Y no es debido a su rigidez o
su tensión última de rotura, ya que estas son bajas en comparación con otros materiales
estructurales (tabla 5.1). Ni siquiera se debe a su relativamente baja densidad, ya que si
dicha comparación se realiza teniendo también en cuenta las propiedades mecánicas, queda
muy por debajo de algunos materiales como el aluminio, que con una densidad del mismo
orden posee valores de la rigidez y resistencia mucho mayores. Lo que hace único al tejido
óseo en comparación con cualquier otro material estructural es también su propiedad más
evidente: es un tejido vivo. Este origen biológico confiere al tejido óseo la capacidad de
adaptación y reparación frente al estímulo mecánico y el daño. En efecto, el hueso de los
seres vivos vertebrados es capaz de cambiar su forma externa y/o su microestructura interna
para adaptarse a las cargas a las que es sometido, y también de autorepararse, no solo de
fracturas severas y evidentes ante esfuerzos excesivos, sino también de las microgrietas que
pueden aparecer por fatiga a consecuencia de la actividad diaria.
Sin embargo, la contrapartida a esta singularidad radica en la dificultad a la hora de
caracterizar las propiedades mecánicas y/o físicas del tejido óseo. En efecto, cuando se
habla del acero, por ejemplo, es muy fácil conocer con exactitud las propiedades mecánicas
del mismo con solo conocer el tipo de aleación de la que se trata. Y dichas propiedades
permanecerán prácticamente inalterables durante toda la vida útil del material. Sin embargo,
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E (GPa) u (MPa)  (
g
cm3 )
Tejido óseo 20 130 2
Acero inoxidable T302 193 640 7:86
Aleación de aluminio 2014-T6 72 485 2:8
Tabla 5.1: Valores de la rigidez E, resistencia u, y densidad  para el tejido óseo, el acero
T302 y una aleación de aluminio 2014-T6 [5, 15,46,103].
al hablar de las propiedades mecánicas del tejido óseo, se puede estar hablando de variaciones
de varios órdenes de magnitud en las constantes elásticas en diferentes localizaciones de un
mismo órgano.
Para responder a esta necesidad es posible abordar el problema utilizando dos tipos
de formulación totalmente distintas en cuanto a su complejidad y nivel de detalle, tal y
como se vio en el capítulo 1: los modelos fenomenológicos y los modelos mecanobiológicos.
En este capítulo se realizará, en primer lugar, una revisión histórica algo más profunda
que la realizada en dicho capitulo de algunos modelos fenomenológicos para posteriormente
detallar el usado en esta tesis. Más tarde se pondrá en evidencia la incapacidad de los
modelos fenomenológicos para ciertas aplicaciones de interés y se propondrá el uso de los
modelos mecanobiológicos.
5.2. Revisión histórica
En el capítulo 1 se hizo una breve revisión histórica de algunos trabajos tanto expe-
rimentales como teóricos sobre la remodelación ósea. A continuación se detallan los más
importantes con una visión más en profundidad de la formulación matemática de los mis-
mos.
5.2.1. Ley de Wolﬀ
Muchos modelos han sido propuestos desde que Julius Wolﬀ, cirujano alemán de finales
del siglo XIX afirmara: “[. . . ]Todos los cambios que sufren los huesos en su forma y función
o bien sólo en su función, van seguidos de ciertos cambios concretos en su arquitectura
interna e igualmente en su conformación externa, de acuerdo a leyes matemáticas[. . . ]”.
Incluso desde antes ya se conocía esta capacidad del tejido óseo para adaptarse al entorno
biomecánico, como atestiguan los trabajos de Bell [8], Ward [234] o el mismísimo Galileo [74],
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entre otros. Sin embargo, la importancia de la aportación de Wolﬀ a este campo radica en
que es el primero que intenta plasmar dichas evidencias en leyes matemáticas, si bien es
cierto que no llegó a conseguirlo debido, en parte, a su escasa formación en este campo.
No obstante, es a partir de los trabajos de Wolﬀ cuando este anhelo científico por plasmar
en ecuaciones el comportamiento del hueso comienza a aparecer. Es él quien introduce el
término trajectorial theory, teoría que defiende que las trabéculas del hueso esponjoso se
orientan en las direcciones de las tensiones principales, y por tanto formando ángulos de
90. Todas estas ideas las plasma en su famosa obra The Law of Bone Remodelling [240],
y se conocen desde entonces como ley de Wolﬀ. Sin embargo, Wolﬀ se equivoca en una
de las ideas que defiende con más vehemencia: el tejido óseo sufre una adaptación cuando
las condiciones cambian bruscamente (durante el crecimiento o después de una fractura,
por ejemplo), pero no en condiciones de carga normales. Él defiende que la adaptación se
refiere al cambio de forma (lo que se conoce como bone modelling y en español remodelación
ósea externa) pero no al cambio de la estructura (bone remodelling o remodelación ósea
interna). Sin embargo, hechos experimentales posteriores han demostrado que tal afirmación
es falsa [197]. En cualquier caso, las ideas de Wolﬀ, acertadas o equivocadas, han contribuido
a asentar las bases de los futuros modelos matemáticos.
5.2.2. Primeros modelos matemáticos
Coetáneos de Wolﬀ, Bernard y Roux, también contribuyeron con sus ideas a asentar
las bases de futuros modelos matemáticos. Bernard (1813-1878) fue pionero en estudiar el
concepto de homeostasis en fisiología, por el cual todos los sistemas fisiológicos evolucionan
para intentar mantener constante una determinada variable física. Roux [205] por su parte
defendió que los sistemas biológicos sufrían una adaptación funcional en función de los
cambios que se producían en sus condiciones de vida.
Pero no es hasta la aparición de los ordenadores cuando se comienzan a desarrollar los
primeros modelos matemáticos de remodelación ósea. Uno de los primeros en hacerlo es
Pauwels [186], que toma la idea de la adaptación funcional de Roux y propone la existencia
de una tensión óptima a la cual no se produce remodelación. Por debajo de esta se produce
reabsorción ósea y por encima formación. Si la tensión es excesivamente alta, se produce
perdida ósea por daño. Si bien es cierto que dicha contribución constituye una gran novedad
y la base de futuros modelos, la idea de que sea la tensión la que controle el proceso es
cuanto menos controvertida, como se pondrá de manifiesto con el tiempo. Kummer [127]
plasma en ecuaciones las ideas de Pauwels mediante la expresión cúbica:
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dm
dt
=  a (   u)(   s)(   o) (5.1)
donde m representa la masa ósea, a es un parámetro a determinar experimentalmente, u y
o son las tensiones mínima y máxima que el hueso es capaz de soportar y s es la tensión
óptima que define Pauwels. Por comodidad Kummer toma s como el valor medio entre
u y o (fig. 5.1). Se trata de un modelo muy simple pero pone de relieve dos aspectos
fundamentales: la conexión entre desuso y reabsorción y la necesidad de una respuesta del
hueso frente a la sobrecarga y al daño.
  
σu σs σo
m˙
σ
Figura 5.1: Representación gráfica del modelo de Kummer-Pauwels [127,186].
5.2.3. Modelos continuos de remodelación ósea
Cowin y Hegedus [40] son los primeros autores que desarrollan un modelo matemático
continuo de remodelación ósea. En este modelo se supone el hueso como un material poroe-
lástico compuesto por matriz ósea y médula, que intercambian masa, energía y entropía por
la acción biológica de las células óseas, y todo ello controlado por el nivel de deformaciones.
El flujo de masa contribuye al cambio de porosidad del tejido y, por tanto, del módulo de
elasticidad. Más tarde, Firoozbaksh y el propio Cowin [62] llegan incluso a proponer un
modelo de remodelación ósea externa. Este modelo propone un tensor de deformaciones
de equilibrio en la capa externa que se compara con el tensor de deformaciones real para
predecir los movimientos de la superficie exterior del hueso.
Cowin [37] es también el primero en dar un modelo mecánico del hueso esponjoso, rela-
cionándolo con el fabric tensor, H. Este tensor, definido anteriormente por él mismo [36],
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da una medida de la anisotropía del tejido que es debida a la existencia de trabéculas, con-
siderándose la matriz ósea que las compone isótropa en sí misma. Este modelo del tejido
esponjoso tiene una gran cantidad de parámetros que sería necesario ajustar experimental-
mente, por lo que solo ha sido implementado en casos muy sencillos debido a su enorme
complejidad.
Más tarde Carter [30] ahonda en la idea de Pauwels y propone la existencia de una mag-
nitud que el hueso, mediante cierta actividad biológica, mantiene en equilibrio homeostático
y, por tanto, conlleva la ausencia de respuesta remodelatoria neta. Sin embargo, mientras
que Pauwels y Kummer le otorgan ese papel de control al nivel de tensión local, Carter pos-
tula que dicha magnitud debe estar influenciada por la historia de carga reciente. Definen
entonces un estímulo mecánico S que es directamente proporcional a la combinación de los
distintos niveles de carga a los que se ve sometido el tejido durante un cierto período de
tiempo:
S /
NX
i=1
ni i
m (5.2)
donde N es el número de actividades distintas que se realizan, ni es el número de veces que
la actividad i se repite al día, m es un parámetro a definir experimentalmente y i es el
nivel de tensión efectiva que la actividad i produce y que se define como:
 =
p
2E()U (5.3)
siendo E el módulo de Young del tejido, que depende de su densidad aparente, , y U la
densidad de energía de deformación.
El propio Carter también trata el modelado del tejido trabecular [31]. Según su teoría, las
trabeculas se orientan preferentemente en la dirección donde se maximiza un cierto estímulo
vectorial denominado tensión equivalente normal, ~n:
~n(n) =
"
NX
i=1
ni
nt
(ni n)
m
# 1
m
(5.4)
donde nt es el número total de ciclos aplicados y n es un vector unitario.
Huiskes y cols. [105], por su parte, proponen que es la deformación la que juega el papel
determinante en la actividad remodelatoria, a través de la energía de deformación U(") y
no la tensión como en los modelos anteriores. Huiskes toma de Carter [27] la idea de la zona
muerta, en la que ante variaciones pequeñas de la variable U(") no se produce remodelación,
y modela la variación del módulo de elasticidad, E, a través de relaciones como las de la
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fig. 5.2, donde U0 es el valor de equilibrio de la energía de deformación, s es el semiancho
de la zona muerta y C es la pendiente de las curvas de respuesta ante variaciones de U .
Estos autores incluso llegan a modelar el proceso de remodelación ósea externa a través
de ecuaciones análogas a la del módulo de elasticidad, siendo X el desplazamiento de la
superficie exterior. Este modelo, aun siendo isótropo, ha sido aplicado con éxito en el diseño
de prótesis.
2s
UU0
C
C
dE
dt
,
dX
dt
Figura 5.2: Modelo de remodelación ósea interna-externa propuesto por Huiskes y cols. [105].
5.3. Modelo Isótropo de Stanford
El nombre de este modelo se debe a que se desarrolló en la Universidad de Stanford, a
finales de los años 80 y principios de los 90 por Beaupré [6,7] y Jacobs [109] bajo la dirección
del profesor Carter. Este es el modelo fenomenológico de remodelación ósea interna que se
ha utilizado en esta tesis. En este modelo se toman las ideas anteriores de estos y otros
autores sobre la autorregulación por parte del sistema óseo de una determinada magnitud:
el estímulo mecánico. Así, dicho sistema posee mecanismos que modifican su composición
y densidad para, a través de la variación de las propiedades mecánicas, mantener dicho
estímulo mecánico en una situación de equilibrio.
Según este modelo, la remodelación ósea está directamente relacionada con el estímulo
tensional diario a nivel de tejido, 	t, que es una variable macroscópica, y su comparación
con un valor de referencia, 	t , a través de una variable denominada error de remodelación,
e:
e = 	t  	t (5.5)
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	t se calcula a partir del estímulo mecánico diario, 	, a través de la relación entre la
densidad aparente del tejido óseo,  (definida como el cociente entre la masa de matriz ósea y
el volumen de tejido) y la densidad de la matriz ósea, ^. Esta última se calcula considerando
que el tejido cortical compacto tiene una porosidad mínima de p = 0:05 [109,146]:
^ =
max
1  p =
max
0:95
(5.6)
donde max es la máxima densidad aparente del hueso cortical. Jacobs [109] asigna un valor
al hueso cortical de mínima porosidad una densidad aparente max = 1:92 g=cm3, de lo que
se deduce el valor de ^ = 2:02 g=cm3. Para conocer cómo dicha relación de densidades ^=
afecta al cómputo de 	t, hay que realizar un salto desde la escala microscópica, heterogénea,
a la escala macroscópica del modelo continuo. Para ello, y haciendo uso de los trabajos de
Gibson [80] sobre cómo se relacionan las tensiones últimas del material entre dichos niveles,
se establece que:
	t =

^

2
	 (5.7)
El estímulo mecánico diario, 	, considera el efecto de los distintos casos de carga diarios
de forma similar a la ec. (5.2):
	 =
 
NX
i=1
ni i
m
! 1
m
(5.8)
donde N , ni, m y i son los parámetros ya definidos en la ec. (5.2).
Debido a la complejidad que supondría contabilizar todas y cada una de las activida-
des físicas que realiza una persona a lo largo de un día, los autores del modelo proponen
realizar una simplificación de dichas actividades y contabilizar solo aquellas que influyen
significativamente en la remodelación. Además, y debido a la diferente escala de tiempos
característicos de la aplicación de cargas (del orden de segundos) y de la adaptación ósea
(del orden de días), es también lógico suponer que el orden de aplicación de dichas cargas
a lo largo del día no va a influir significativamente en la respuesta del hueso, por lo que
aquellas actividades que provoquen una actividad remodelatoria similar se pueden agrupar
para simplificar el modelo. Así, por ejemplo, si la actividad diaria de un individuo es como
la descrita en la fig. 5.3a, el orden de aplicación de las cargas podría ser obviado y se podría
modelar esa actividad diaria mediante un histograma que contabilizara los ciclos de cada
actividad, como el mostrado en la fig. 5.3b.
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Posteriormente, Jacobs [109] propone una simplificación adicional de la historia de carga
basada, de nuevo, en la diferente escala de tiempos de las cargas y la respuesta ósea. En
concreto, Jacobs propone agrupar las cargas de la fig. 5.3b como se muestra en la fig. 5.3c,
manteniendo la proporción entre el número de ciclos correspondiente a cada actividad, pero
suponiendo una sola actividad para cada día.
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Figura 5.3: Ejemplo del agrupamiento de cargas. a) Ejemplo de evolución de las cargas a lo
largo de un día. b) Cargas a aplicar después de agrupar las actividades similares. c) Cargas
a aplicar después de realizar la simplificación propuesta por Jacobs [109].
Al imponer estas condiciones, el número de ciclos de cada carga es el mismo, y además
sólo hay un caso de carga por día (que se repite según sea necesario), por lo que se simplifica
el cálculo del estímulo tensional diario. En efecto, si N = 1 la ec. (5.8) queda:
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	 = n
1
m i (5.9)
Una vez que se ha calculado el error de remodelación, hay que establecer una relación
entre dicho valor y la variación de densidad ósea. Hay que tener en cuenta que la remodela-
ción ósea supone la formación o reabsorción de material óseo. Esta ocurre en las superficies
del periosteo y endosteo en el caso de la remodelación ósea externa, mientras que en el caso
de la remodelación ósea interna ocurre sobre la superficie libre de hueso y en la superficie de
las trabéculas para tejido cortical y trabecular, respectivamente. Por tanto, el error de remo-
delación, que establece la diferencia entre el estímulo mecánico aplicado y el de equilibrio,
para el cual no se produciría remodelación, estará directamente relacionado con la velocidad
de remodelación superficial, _r. Esta se define como el volumen de hueso que se deposita o se
reabsorbe por unidad de area y por unidad de tiempo1. Dicha relación establece la base de
la respuesta remodelatoria del hueso y se suele cuantificar a partir de expresiones no lineales
que representan funciones como las de la fig. 5.4a [7]. En esta figura se observa una zona
central, conocida como zona muerta, en la que la velocidad de remodelación superficial es
nula (o prácticamente nula): no hay formación ni reabsorción neta de hueso. Para valores
positivos del error de remodelación (	t > 	t, e > 0) la velocidad de remodelación super-
ficial se hace positiva y por tanto hay aporte neto de material, mientras que para valores
negativos (	t < 	t, e < 0) existe reabsorción neta.
El comportamiento del tejido óseo puede variar de un hueso a otro. En concreto, huesos
distintos pueden tener diferentes valores del estímulo de equilibrio, ancho de la zona muerta
y no todos responden con la misma velocidad a un desuso severo o a una sobrecarga, tal y
como se observa en la fig. 5.4a. De esta forma, en el hueso 1 de dicha figura (que corresponde
al cráneo) solo existe formación, típico de los huesos cuya función es la de protección, ya que
normalmente no soportan cargas significativas. También puede apreciarse que el estímulo de
equilibrio del tejido 3 (metáfisis del fémur) es mayor que el del tejido 2 (periosteo del fémur),
por ejemplo, aún siendo ambos tejidos del mismo hueso. Las curvas _r=e suelen simplificarse
con funciones en tramos rectos como la de la fig. 5.4b. Para el caso del fémur esta relación
se puede aproximar como:
1Es habitual usar el día como unidad de tiempo en las simulaciones de remodelación ósea.
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_r =
8>>>><>>>>:
c1
 
e+ w

e <  w
0  w  e  w
c2
 
e  w w < e
(5.10)
donde w es el semiancho de la zona muerta y c1 y c2 son las pendientes de los tramos de
reabsorción y formación, respectivamente.
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Figura 5.4: a) Relación no lineal de la ley de remodelación teórica adaptado de Beaupré y
cols. [7] para distintos tipos de hueso. b) Representación de la ec. (5.10).
En otras relaciones de remodelación alternativas a las de la fig. 5.4b los tramos rectos de
formación y reabsorción se truncan a partir de ciertos valores del estímulo, 	t;min y 	t;max,
pasando la ec. (5.10) a ser de la forma:
_r =
8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
c1
h 
	t;min  	t

+ w
i
e <
 
	t;min  	t

c1
 
e+ w
  
	t;min  	t
  e <  w
0  w  e  w
c2
 
e  w w < e   	t;max  	t 
c2
h 
	t;max  	t
  wi  	t;max  	t  < e
(5.11)
Sin embargo, debido a que en la mayoría de los casos el estímulo mecánico suele per-
manecer en el entorno del valor de equilibrio, esta modificación no suele suponer cambios
significativos.
Como la formación o reabsorción de tejido óseo se realiza sobre la superficie libre del
hueso, es necesario conocer el área superficial disponible para tal actividad. Así se define
la superficie específica, SV , como la superficie libre de poros por unidad de volumen de
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hueso. Esta variable está relacionada con la porosidad y fue cuantificada en función de ella
por Martin [146] quien ajustó el siguiente polinomio de quinto orden a partir de resultados
experimentales:
SV = 32:3p  93:9p2 + 134p3   101p4 + 28:8p5 (5.12)
Se puede observar que esta expresión, representada en la fig. 5.5, se anula en los valores
límite de la porosidad. En efecto, una porosidad p = 1 es equivalente a la ausencia de tejido,
por lo que la superficie disponible para la formación/reabsorción es, obviamente, nula. Por
el contrario, una porosidad p = 0 también supone que SV = 0, debido a que si no hay poros,
no hay superficie libre de poros sobre la que comenzar a depositar o reabsorber tejido.
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Figura 5.5: Evolución de la expresión de SV dada por Martin [146] en función de la porosidad
p.
Aun así, no necesariamente toda la superficie del hueso está disponible para la remo-
delación, por lo que en el modelo se incluye un parámetro k que representa la proporción
de SV donde puede comenzar la actividad remodelatoria. A pesar de tener en cuenta esta
posibilidad en el modelo, los autores supusieron un valor fijo k = 1 para todos los tipos y
localizaciones del tejido óseo.
Conocidos los valores de la velocidad de remodelación, _r, y de la superficie en la que
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tiene lugar dicha actividad, SV , solo queda por definir cómo las propiedades del tejido óseo
se ven modificadas por variaciones en dichos valores. Los autores simplifican fuertemente el
modelo suponiendo que el nuevo tejido formado ya está completamente mineralizado. Así,
la variación de densidad aparente es:
_ = k _r SV ^ (5.13)
que se integra mediante el método de Euler explícito para proporcionar la variación diaria
de densidad aparente:
(t+t) = (t) + _(t)t (5.14)
Una vez conocido el valor de la densidad aparente en cada punto del tejido, es posible
conocer las propiedades mecánicas del mismo a partir de las ecs. (2.9a) y (2.9b). Al tratarse
de un modelo isótropo, solo es necesario un par de constantes elásticas para calcular el tensor
de rigidez del material C:
C =
E
1 + 


1  2 1
 1+ I

(5.15)
siendo 1 el tensor unitario de segundo orden (ij) e I el tensor unitario de cuarto orden
Iijkl =
1
2 (ikjl + iljk).
5.3.1. Acomodación celular
Turner [224] aplicó a finales del siglo XX el concepto de acomodación celular al tejido
óseo. Ya se ha explicado anteriormente el concepto de homeostasis, según el cual los sistemas
biológicos intentan mantener constante una cierta variable física. En el modelo de Stanford
dicha variable es el estímulo mecánico, 	t. Con la inclusión del concepto de acomodación
celular en el modelo isótropo de Stanford se considera que el estímulo mecánico de equi-
librio, 	t , ya no es un valor constante, sino que, de alguna forma, tiene una tendencia a
acomodarse al estímulo mecánico aplicado sobre el hueso diariamente. Dicha acomodación
es similar al funcionamiento de un termostato, en el cual la temperatura ambiente tiende
a una temperatura de referencia a una velocidad proporcional a la diferencia entre dichos
valores. Es por ello por lo que al principio de acomodación celular también se le conoce como
mecanostato:
d	t
dt
=  (	t  	t) (5.16)
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por lo que el estímulo mecánico de equilibrio, 	t, será:
	t
(t+t) = 	t(t) + 	t(t) = 	t(t) +  (	t(t) 	t(t))t (5.17)
siendo  un parámetro que controla la velocidad de adaptación.
Gracias a esta teoría se puede explicar, por ejemplo, por qué un individuo con alguna
limitación física, como la paraplegia, no sufre, por el desuso prolongado, una reabsorción
continua en los huesos de los miembros inferiores hasta su desaparición. O por qué una
persona con una actividad física muy alta no sufre formación de tejido óseo y, por tanto,
crecimiento de sus huesos, de forma permanente.
La implementación numérica de la formulación de la acomodación celular es sencilla, pero
hay que tener en cuenta la simplificación hecha en el modelo anterior para la agrupación
de cargas. Con ella la aplicación de las cargas podía hacerse de forma secuencial repartidas
durante varios días, y no necesariamente de forma simultánea en el mismo día (recuérdese
la fig. 5.3). Con dicha simplificación y la ec. (5.17), el estímulo de equilibrio, 	t, tendería
cada día hacia un estímulo distinto, por lo que, durante la simulación numérica, 	t acabaría
oscilando entre dichos valores sin llegar nunca a alcanzar a ninguno de ellos. En la fig. 5.6
se muestra un ejemplo de cómo sería la evolución del estímulo mecánico de equilibrio en
un caso con tres tipos de carga diarias como las de la fig. 5.6, con estímulos 	1, 	2, 	3 y
aplicadas en ese orden. El estímulo de equilibrio tendería a dichos estímulos oscilando entre
ellos (línea negra), lo cual no tiene mucho sentido. Este inconveniente impide el uso de la
simplificación de Jacobs para el agrupamiento de cargas conjuntamente con el principio de
acomodación celular y hace necesario el empleo de la ecuación original (5.8) para el cómputo
del estímulo. Con ello, la evolución del estímulo de equilibrio acumulado, 	M , seguiría la
línea azul.
5.4. Modelo Anisótropo basado en la Mecánica del Daño
de Doblaré y García
En 1994 Jacobs [109] intenta extender el modelo isótropo de Stanford de remodelación
ósea interna al caso anisótropo, usando modelos basados en la energía y en las tensiones, pero
sin demasiado éxito. Al menos queda patente la necesidad de considerar la anisotropía del
hueso en un modelo de remodelación ósea. Atendiendo a esta necesidad, Doblaré y García-
Aznar [51] desarrollan un modelo propio basado en ideas de daño anisótropo, utilizando el
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Figura 5.6: Evolución del estímulo de equilibrio 	t al aplicar las distintas actividades en
distintos días (rojo y negro) y al aplicar cada día todas las actividades conjuntamente (verde
y azul).
fabric tensor H definido por Cowin como medida de la anisotropía del material.
En la teoría de daño clásica se define un parámetro de daño, d, relacionado con la
densidad de grietas en el material. Dicho parámetro toma valores desde 0 para el caso de
un material sin daño hasta 1 en materiales completamente dañados. También se define la
tensión efectiva, ~, como aquella que produce unas deformaciones " en el sólido sin dañar
iguales a las producidas por la tensión  en el sólido dañado (fig. 5.7):
~ =

1  d (5.18)
quedando por tanto la relación entre los tensores de rigidez del material dañado C y sin
dañar C0 como:
C = (1  d)C0 (5.19)
Cuando esta teoría se extiende al caso tridimensional, el parámetro de daño d se convierte
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Figura 5.7: La tensión efectiva ~ en el sólido sin dañar produce unas deformaciones " iguales
a las producidas por la tensión  en el sólido dañado.
en un tensor D [35], y la ec. (5.18) se reescribe como:
~ = (I D) 1=2(I D) 1=2 (5.20)
definida de esa forma para que la tensión se mantenga simétrica.
En el modelo anisótropo de remodelación de García y Doblaré el daño da una medida
del volumen de huecos o poros del material, así como de su orientación. Por tanto, cualquier
tejido óseo con porosidad nula es un material isótropo. En cuanto al tratamiento del daño,
este modelo de remodelación presenta dos diferencias fundamentales con la Mecánica del
Daño clásica. En primer lugar está el hecho de que en materiales inertes el daño solo puede
aumentar o mantenerse constante, mientras que en tejidos vivos, como el hueso, el daño
también puede disminuir como consecuencia del proceso de remodelación ósea. En segundo
lugar, hay que recordar que el crecimiento de grietas en materiales inertes se produce en zonas
con altos valores tensionales. Sin embargo, el aumento de daño en el tejido óseo (aumento
de la porosidad) tiene lugar en zonas con valores bajos del estímulo mecánico en las que se
produce reabsorción.
El tensor de daño D se define a partir del fabric tensor H como:
D = I H2 = I 


^
=2p
A H^ (5.21)
Con esta definición se asegura que la ec. (5.20) mantiene la simetría. Como hasta ahora
 representa la densidad aparente y ^ la densidad máxima del hueso cortical. Por otro
lado, H^ es el fabric tensor normalizado tal que det(H^) = 1,  representa el exponente de las
correlaciones entre el módulo elástico y la densidad aparente, ec. (2.9a), y A es un parámetro
de ajuste que se obtiene al particularizar la ec. (5.21) para el caso isótropo, tal y como se
verá más adelante.
116 5. Modelo fenomenológico de remodelación ósea
Tomando las ecs. (5.20) y (5.21) se tiene:
~ = H 1H 1 (5.22)
Para conocer la deformación efectiva basta aplicar la idea de que la energía de deforma-
ción debe ser igual, calculada a partir de los tensores originales o a partir de los tensores
efectivos. Llamando A de forma genérica al tensor que relaciona la deformación " con la
deformación efectiva ~":
~" = A"A
~ = H 1H 1
9=; ~ : ~" = H 1ik klH 1lj Aim"mnAnj = kl"mn  H 1ik Aim H 1lj Anj
(5.23)
Igualando las dos expresiones para la energía de deformación:
~ij ~"ij = kl"mn
 
H 1ik Aim
 
H 1lj Anj

= kl"kl (5.24)
Por lo tanto:
(H 1ik Aim)(H
 1
lj Anj) = kmln
8<: H
 1
ik Aim = H
 1
ki Aim = km
H 1lj Anj = H
 1
lj Ajn = ln
) Aim = Him
(5.25)
donde se ha usado que el tensor H es simétrico. Se obtiene finalmente la expresión para la
deformación efectiva:
~" = H"H (5.26)
Una vez conocidos los tensores efectivos de tensión y deformación es fácil obtener el
tensor de rigidez C para un material dañado en función de dicho tensor en el caso isótropo
no dañado, C^:
~ : ~" = ~ij ~"ij = ~ijC^
 1
ijmn~mn = H
 1
ik klH
 1
lj C^
 1
ijmnH
 1
mrrsH
 1
sn (5.27)
Reordenando términos y cambiando los subíndices mudos se tiene:
~ij ~"ij = klH
 1
ik H
 1
lj C^
 1
ijmnH
 1
mrH
 1
sn rs = tuH
 1
ti H
 1
uj C^
 1
ijmnH
 1
mvH
 1
nwvw (5.28)
Por otro lado, en el caso del material dañado:
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 : " = tu"tu = tuC
 1
tuvwvw (5.29)
Identificando en las ecs. (5.28) y (5.29) se deduce que:
C 1tuvw = H
 1
ti H
 1
uj C^
 1
ijmnH
 1
mvH
 1
nw  C 1 = H 2C^ 1H 2 (5.30)
En ejes principales el fabric tensor es un tensor diagonal:
HI II III =
26664
HI 0 0
0 HII 0
0 0 HIII
37775 (5.31)
En estos mismos ejes se calculan los coeficientes del tensor de comportamiento [35]:
1
EI
=
1
E^
1
H4I
(5.32a)
1
EII
=
1
E^
1
H4II
(5.32b)
1
EIII
=
1
E^
1
H4III
(5.32c)
  I II
EII
=  II I
EI
=   ^
E^
1
H2IH
2
II
(5.32d)
  I III
EIII
=  III I
EI
=   ^
E^
1
H2IH
2
III
(5.32e)
  II III
EIII
=  III II
EII
=   ^
E^
1
H2IIH
2
III
(5.32f)
1
2GI II
=
1 + ^
E^
1
H2IH
2
II
(5.32g)
1
2GI III
=
1 + ^
E^
1
H2IH
2
III
(5.32h)
1
2GII III
=
1 + ^
E^
1
H2IIH
2
III
(5.32i)
siendo E^ y ^ el modulo de elasticidad y el coeficiente de Poisson del tejido óseo isótropo de
densidad máxima y daño nulo. A partir de estas definiciones es posible determinar el valor
del parámetro A de la ec. (5.21). En efecto, en el caso isótropo se tiene que H^ = I y que
H / I, por lo que:
D =
 
1 


^
=2p
A
!
I (5.33)
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y por tanto:
H2 =


^
=2p
A I ) H4 =


^

AI (5.34)
De las ecs. (5.32) y (5.34), junto con (2.9a):
E = E^HI
4 = B^^^


^

A  B (5.35)
representando B el coeficiente de las correlaciones (2.9a). Por su parte, B^ y ^ representan
el mismo coeficiente y el exponente en esas correlaciones para el caso de tejido cortical:
 =
8><>:2:5   1:2 g=cm
3
3:2302  > 1:2 g=cm3 = ^
(5.36a)
B =
8><>:2014   1:2 g=cm
3
1763  > 1:2 g=cm3 = B^
(5.36b)
Despejando de la ec. (5.35) el parámetro A queda:
A =
B()
B^
^() ^ =
8><>:
2014
1763 ^
2:5 3:2302   1:2 g=cm3
1  > 1:2 g=cm3
(5.37)
A continuación se define el estímulo como la variable termodinámica asociada al daño
y distinguiendo entre los casos de formación y reabsorción. En este último caso se define a
partir de la deformación:
Yr  @ (";H)
@H
=
@ 
@
@
@H

"=cte
=
= 2
h
2G^ sym [(H"H) (H")] + ^ tr
 
H2"

sym (H")
i
(5.38)
y para el caso de formación, siguiendo lo indicado por Wolﬀ, es la tensión la variable que
rige el proceso de remodelación:
Yf  @ ^(;H)
@H
=
@ ^
@"
@"
@H

=cte
=
=  2H 2

1 + ^
E^
sym
 
H 1H 1
  
H 1
  ^
E^
tr
 
H 2

sym
 
H 1

(5.39)
5.4. Modelo Anisótropo basado en la Mecánica del Daño de Doblaré y García 119
siendo E^, ^, G^ y ^ los constantes elásticas del tejido cortical de porosidad nula, es decir,
isótropo,  la función de energía libre y  ^la función de energía libre complementaria:
 ^

;H

=  : "

;H

   

"(;H);H

(5.40)
Se puede demostrar, y así lo hace García-Aznar [75], que:
Yr =  Yf  Y (5.41)
Una vez conocidos los estímulos para el caso de reabsorción y para el de formación
(aunque, como se acaba de ver, solo se necesita Y) es necesario establecer un criterio que
permita establecer cuándo el tejido se encuentra en la fase de reabsorción y cuándo en la de
formación. Para ello se definen las funciones gr y gf como:
gr =  n1=mA1=8^2 =8=8
p
B
271=4p
2(1  !)(J 1:J 1)1=4
+ (	t
   w)2 =2 (5.42a)
gf = n
1=mA1=8^2 =8=8
p
B
31=4p
2(1  !) (J:J)
1=4   (	t + w)2 =2 (5.42b)
donde se introducen varios parámetros para asegurar la equivalencia de este criterio aplicado
al caso isótropo con el criterio del modelo de Stanford. También aparece un nuevo tensor de
estímulo J, que se define para ponderar la influencia de la anisotropía en el modelo a través
del parámetro !:
J = (1  !) tr(Y) 1
3
1+ ! dev(Y) = (1  2!) tr(Y) 1
3
1+ ! (Y) (5.43)
Así, ! = 0 en el caso isótropo y ! = 1 para obtener el mayor grado de influencia posible
de la anisotropía. Las funciones gr y gf definen los criterios de reabsorción y formación de
tal forma que:
8>>>><>>>>:
Si gr  0; gf < 0 Reabsorción
Si gr < 0; gf < 0 Zona muerta
Si gr < 0; gf  0 Formación
(5.44)
Las leyes de crecimiento y reparación de daño son las siguientes, respectivamente:
_Hr = r
@gr
@Y
(5.45a)
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_Hf = f
@gf
@Y
(5.45b)
siendo r y f tales que se cumpla la condición det(H^) = 1 [33, 75].
Desarrollando las expresiones anteriores se llega a que:
_Hf =
3k _rSV
4tr (H 1J!^)
^

J !^ (5.46a)
_Hr =
3k _rSV
4tr (H 1J 3!^)
^

J 3 !^ (5.46b)
siendo !^ el tensor siguiente:
!^ = (1  2!) 1
3
1
 1+ ! I (5.47)
y definiéndose la velocidad de remodelación, _r, de forma análoga a como se hace en el modelo
isótropo de Stanford, en función del proceso remodelatorio que esté activo en cada momento
(formación o reabsorción) como:
_r =
8>>>><>>>>:
 cr gr2 =2 si gr  0; gf < 0
0 si gr < 0; gf < 0
cf
gf
2 =2 si gr < 0; gf  0
(5.48)
Una limitación del modelo puede deducirse de la definición de _r, y es que la formación
se activa siempre que gr < 0 y gf  0. Esto es cierto para valores razonables del estímulo
pero deja de serlo cuando el hueso está sometido a estímulos mecánicos muy altos. En estos
casos el tejido óseo comienza a dañarse por sobrecarga, es decir, a aumentar su volumen de
grietas, como sugieren varios autores [24,115,133] y esto puede provocar una reabsorción del
tejido para reparar el daño. Por tanto, este modelo anisótropo solo sería válido para valores
fisiológicos del estímulo mecánico, y no en casos de sobrecarga.
Las leyes de flujo (5.45) proporcionan la variación del fabric tensor y a partir de ellas
es posible actualizar la anisotropía y la densidad. Por ejemplo, aplicando un algoritmo a
integración de Euler explícito se tiene que:
H(t+t) = H(t) + _H(t)t (5.49)
y a partir del nuevo tensor H actualizado junto con la ec. (5.21):
H2 =


^
=2
A1=2H^ ) det(H2) =
"

^
=2
A1=2
#3
det(H^) (5.50)
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Sabiendo que det(H^) = 1 se puede despejar la densidad:
 =
" 
det(H2)
1=3
A1=2
#2=
^ =

det(H2)
A3=2
2=3
^ (5.51)
5.5. Modelo de remodelación ósea externa
Una vez presentado el modelo de remodelación ósea interna fenomenológico que se ha
usado en esta tesis, se aborda ahora un modelo de remodelación ósea externa que permite
modelar el movimiento de la superficie externa como parte del proceso global de remodelación
ósea. Para ello, García-Aznar presenta un modelo generalizado basado en el modelo isótropo
de Stanford [75] que hace uso de los trabajos de Fridez [64, 65], quien propone usar como
variable de control de la remodelación externa la misma que en la remodelación interna, es
decir, la velocidad de crecimiento o reabsorción del hueso, _r. En el caso de considerar ambos
fenómenos conjuntamente, la respuesta ósea se divide de la siguiente manera:
_r = _re + _ri =  _r + (1  ) _r (5.52)
donde  es una constante que determina el reparto de la actividad remodelatoria. La res-
puesta ósea, en cuanto a remodelación interna se refiere, ya se ha definido completamente.
Sólo habrá que sustituir _r por (1 ) _r en las ecs. (5.13) y (5.45), dependiendo de si se trata
del modelo isótropo o anisótropo, respectivamente.
En cuanto a la remodelación externa, la formación o reabsorción implica una variación
de la geometría externa del modelo, moviendo los nodos de la superficie según corresponda
y utilizando como dirección de crecimiento la normal a dicha superficie [7, 64, 105]:
_X =  _r n (5.53)
siendo X la posición de los nodos exteriores y n la normal a la superficie en dichos nodos.
Existen otros modelos de remodelación ósea externa que utilizan diferentes criterios para
el desplazamiento de los nodos como el modelo basado en CAO (computer aided shape-
optimization) [12, 154–157]. En este, el desplazamiento se produce también en la dirección
normal a la superficie, pero con la diferencia de que el parámetro  ahora no es una constante,
sino una variable que depende de la dirección del gradiente del estímulo 	 (fig. 5.8). Cuando
normal y gradiente coinciden, se tiene que la variable  alcanza su valor máximo 1. Sin
embargo, en el caso de que ambas direcciones formen un ángulo  > 0, el valor de  se
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irá reduciendo hasta anularse cuando  = 90. En algunos casos esta relación se modela
incluyendo una zona muerta en la que, para valores de  muy próximos a 90, la variable
 también se anula (ver fig. 5.8). Sin embargo, en la mayoría de las aplicaciones puede
comprobarse que la dirección normal prácticamente coincide con la dirección del gradiente
del estímulo, por lo que  ' cte = 1, tal y como se ha supuesto en esta tesis.
 
 
h
β1
1
β
cosφ
Figura 5.8: Variación de la variable  en función del ángulo  formado por la normal a la
superficie exterior y el gradiente del estímulo en el modelo de remodelación ósea externa
basado en CAO. Adaptado de García-Aznar [75].
Una vez conocido el movimiento de los nodos exteriores se modifica la geometría conve-
nientemente. Para ello se utiliza un algoritmo de integración de Euler explícito como en la
densidad (modelo isótropo) o el fabric tensor (modelo anisótropo):
X(t+t) = X(t) + _X(t)t = X(t) +  _r(t)n(t)t (5.54)
El algoritmo completo de remodelación ósea, tanto interna como externa, según el modelo
isótropo de Stanford o el modelo anisótropo basado en la mecánica del daño, se representan
de forma esquematizada en las figs. 5.9 y 5.10, respectivamente.
5.5.1. Cómputo de las normales
Para poder aplicar la ec. (5.54) convenientemente, solo falta conocer la normal exterior
a la superficie en los nodos, n. Al tratarse de un modelo de elementos finitos, la normal
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∑Ψt
Ψt
∗
e
r˙
Historia
de carga Hueso:
Geometr´ıa y
Estructura
+
−
ρ(t+∆t) = ρ(t) + ρ˙(t)∆t = ρ(t) + r˙(t)(1 − β)SV ρˆ(t)∆t
X(t+∆t) = X(t) + X˙(t)∆t = X(t) + r˙(t)βn(t)∆t
r˙
e
Figura 5.9: Algoritmo de remodelación ósea interna y externa para el modelo isótropo de
Stanford. Adaptado de García-Aznar [75].
a la superficie en los nodos no puede ser calculada directamente, ya que esta normal es
discontinua precisamente en los nodos por la discretización de la geometría. Para estimarla
de forma aproximada se sigue el siguiente procedimiento (ver fig. 5.11), que es válido para
elementos hexaédricos, pero fácilmente extrapolable a elementos tetraédricos:
1. En primer lugar se calculan las normales exteriores neI en los elementos (e = 1; : : : ; N)
que concurren al nodo I. Puesto que la cara exterior del elemento e no tiene por qué
ser plana:
1.a. Se calcula v1, el vector unitario normal al plano formado por las dos aristas que
pertenecen a la cara exterior del elemento e y concurren en el nodo I.
1.b. Se repite el paso anterior en el resto de nodos de la cara exterior del elemento
(v2, v3 y v4).
1.c. Se toma como normal neI al elemento e la media aritmética de las normales vi:
neI =
1
4
4X
i=1
vi (5.55)
1.d. Se normaliza el vector neI para que sea unitario.
2. Se toma como normal en el nodo j, nj , la media ponderada de las normales de los N
elementos que concurren al nodo en cuestión. Dicha ponderación se realiza a partir de
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∑Ψt
Ψt
∗
e
r˙
Historia
de carga Hueso:
Geometr´ıa y
Estructura
+
−
H(t+∆t) = H(t) + H˙(t, r˙)(1 − β)∆tρ(t+∆t)
X(t+∆t) = X(t) + X˙(t)∆t = X(t) + r˙(t)βn(t)∆t
r˙
e
Figura 5.10: Esquema de remodelación ósea interna y externa para el modelo anisótropo
basado en el daño. Adaptado de García-Aznar [75].
las áreas, AI , de las caras exteriores a los elementos: a mayor área, mayor peso en la
ponderación.
nj =
PN
I=1AIn
e
IPN
I=1AI
(5.56)
3. Por último se normaliza el vector nj para que sea unitario.
v1 v2
v3
v4
n
e
I n
e
1
n
e
2
n
e
3
n
e
4
nj
Figura 5.11: Esquema del cálculo de la normal exterior a un nodo.
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5.5.2. Proyección de las variables
El modelo de remodelación ósea externa ya ha quedado descrito: se conoce cómo se
mueven los nodos en función del valor de una variable del modelo, _r, y la dirección de dicho
desplazamiento, n. Sin embargo la implementación numérica está incompleta. Hay que tener
en cuenta que no se conoce el valor de _r en los nodos que se van a desplazar, puesto que
dicha variable se evalúa en los puntos de integración de Gauss de la malla, como el resto de
variables de estado del algoritmo. Por tanto, es necesario proyectar la variable _r desde los
puntos de Gauss de los elementos exteriores a los nodos que se desplazan, los que conforman
las superficies externas del periosteo y endosteo.
La técnica que se ha utilizado en esta tesis es el método de proyección superconvergente
de Zienkiewicz y Zhu [252], con algunas modificaciones realizadas por García-Aznar [75].
Este método utiliza una expresión polinómica, _r, que ajusta el valor de la variable _r en la
parcela1 del nodo en cuestión. Esta expresión polinómica se escribe de forma compacta:
_r = Pa (5.57)
donde P contiene los términos del polinomio para n dimensiones y a son los coeficientes de
dicho polinomio. Para el caso unidimensional y polinomios de orden p se tiene:
P =
h
1 x x2 x3    xp
i
(5.58a)
a =
h
a1 a2 a3 a4    ap+1
i
(5.58b)
Cuanto mayor sea el orden del polinomio más aproximada será la solución proyectada.
Pero hay que tener en cuenta que para el caso de tridimensional el uso de valores altos de
p conlleva un coste computacional muy elevado. Además, los gradientes de _r en la malla
son normalmente bajos, por lo que se puede elegir p = 1 [75] con resultados razonables,
quedando entonces en el caso bidimensional:
P =
h
1 X Y XY
i
(5.59a)
a =
h
a1 a2 a3 a4
i
(5.59b)
y para el caso tridimensional:
P =
h
1 X Y Z XY XZ Y Z XY Z
i
(5.60a)
1La parcela está compuesta por todos los elementos que contienen al nodo sobre el que se desea proyectar
la variable _r.
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a =
h
a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8
i
(5.60b)
En la fig. 5.12 se muestra un esquema de la parcela definida por un nodo I, cuya posición
en los ejes globales representados es RI =
h
X Y Z
i
. En ella se representa también un
punto de Gauss i en la posición RGi =
h
Xi Yi Zi
i
. El polinomio anterior se ajusta por
mínimos cuadrados a un determinado campo de _r, obteniéndose los coeficientes an. Para
ello se minimiza la siguiente función de error:
E(a) =
NPGX
i=1
( _ri (Xi; Yi; Zi)  _ri (Xi; Yi; Zi))2 =
NPGX
i=1
( _ri (Xi; Yi; Zi) P (Xi; Yi; Zi)a)2
(5.61)
siendo NPG el número de puntos de Gauss que componen la parcela correspondiente, _ri el
valor de la variable que se desea proyectar en el punto de Gauss i y _ri el valor de la variable
en dicho punto evaluada con el polinomio interpolante. Haciendo @E@a = 0 se obtiene:
NPGX
i=1
PT (Xi; Yi; Zi)P (Xi; Yi; Zi) a =
NPGX
i=1
PT (Xi; Yi; Zi) _ri (Xi; Yi; Zi) (5.62)
un sistema de ecuaciones Aa = b donde:
A =
NPGX
i=1
26666666666666666664
1 Xi Yi Zi XiYi XiZi YiZi XiYiZi
X2i XiYi XiZi X
2
i Yi X
2
i Zi XiYiZi X
2
i YiZi
Y 2i YiZi XiY
2
i XiYiZi Y
2
i Zi XiY
2
i Zi
Z2i XiYiZi XiZ
2
i YiZ
2
i XiYiZ
2
i
X2i Y
2
i X
2
i YiZi XiY
2
i Zi X
2
i Y
2
i Zi
SIM X2i Z2i XiYiZ2i X2i YiZ2i
Y 2i Z
2
i XiY
2
i Z
2
i
X2i Y
2
i Z
2
i
37777777777777777775
(5.63a)
b =
NPGX
i=1
26666666666666666664
1
Xi
Yi
Zi
XiYi
XiZi
YiZi
XiYiZi
37777777777777777775
_ri (Xi; Yi; Zi) (5.63b)
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Figura 5.12: Esquema de una parcela elemental tridimensional para la proyección de variables
según la técnica superconvergente de Zienkiewicz y Zhu [252].
La resolución del sistema de ecuaciones anteriores para la parcela proporciona los coefi-
cientes an del polinomio interpolante. Con estos se puede evaluar la variable proyectada en
un nodo cualquiera N :
_rN = PNa = a1 + a2XN + a3YN + a4ZN + a5XNYN + a6XNZN + a7YNZN + a8XNYNZN
(5.64)
La implementación numérica de esta técnica presenta a veces problemas de mal condi-
cionamiento de la matriz A, tal y como pone de manifiesto García-Aznar [75]. En efecto, el
elemento Amm = X2i Y 2i Z2i puede tomar valores muy altos si la posición de la parcela en la
malla está alejada del origen global de coordenadas, mientras que A11 = 1 en todos los casos.
Para resolver esto, Zhang y Victory [251] proponen evaluar dichas matrices en coordenadas
locales de la parcela x, y y z. Además, estos autores adimensionalizan las coordenadas locales
con una medida del tamaño de la parcela, h, y definiendo unas nuevas coordenadas locales
 = xh ,  =
y
h y  =
z
h (fig. 5.13). De esta forma, la evaluación de A y b se realiza con los
vectores de posición de los puntos de Gauss en locales, SGi = RGi  RI =
h
i i i
i
en lu-
gar de RGi . Tras resolver la ec. (5.62) con esta modificación y obtener los nuevos coeficientes
del polinomio, an, se evalúa la variable proyectada en el nodo I como:
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_rN = PNa = a1+ a2N + a3N + a4N + a5NN + a6NN + a7NN + a8NNN (5.65)
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Figura 5.13: Esquema de una parcela elemental tridimensional para la proyección de variables
según la modificación de Zhang y Victory [251].
La solución de Zhang y Victory no soluciona el problema del mal condicionamiento en
todos los casos, tal y como pone de manifiesto de nuevo García-Aznar [75]. Para solucionarlo,
este mismo autor propone una nueva modificación, según la cual los ejes de coordenadas
locales asociados a cada parcela deben ser paralelos a la propia parcela. En la fig. 5.14 se
representa esta modificación. Se define el vector E1 = RJ  RI que une dos nodos contiguos
de la parcela en coordenadas globales, y a partir de él se definen dos vectores E2 y E3,
perpendiculares al anterior, mediante el método de Gram-Schmidt y se normalizan: e1, e2
y e3. Estos 3 vectores son la base ortonormal que forman el nuevo sistema de coordenadas
locales ,  y  . Con estos tres vectores se define la matriz L =
h
eT1 e
T
2 e
T
3
i
, que permite
pasar del sistema de coordenadas locales sin girar (,  y ) al nuevo sistema de coordenadas
locales girado (,  y  ):
SGi = R
G
i  RI (5.66a)
sGi = LS
G
i (5.66b)
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Figura 5.14: Esquema de una parcela elemental tridimensional para la proyección de variables
según la modificación de García-Aznar [75].
y por lo tanto:
_rN = PNa = a1+a2N+a3N+a4 N+a5NN+a6N N+a7N N+a8NN N (5.67)
Una vez que se pueden obtener las coordenadas locales de todos los puntos de Gauss
i asociados a la parcela del nodo I, sGi , a partir de sus coordenadas globales, RGi , es fácil
resolver el sistema (5.62) bien condicionado en coordenadas locales y obtener los coeficientes
a. Con estos coeficientes ya se puede proyectar _r en el nodo deseado. Para facilitar el cálculo
conviene elegir como nodo I que define la parcela el mismo nodo en el que se quiere proyectar
la variable _r, N . Es decir, se particulariza I  N , por lo que:
h
N N  N
i
=
h
0 0 0
i
) PN =
h
1 0 0 0 0 0 0 0
i
(5.68)
y solo es necesario resolver parcialmente el sistema de ecuaciones (5.62), para calcular el
coeficiente a1. Con él se obtiene la variable proyectada al nodo N ó I como:
_rN = PNa = a1 (5.69)
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5.6. Modelo de elementos finitos de un fémur proximal
humano.
5.6.1. Definición de la malla geométrica
Es necesario disponer de una malla de elementos finitos del órgano que se quiere estudiar,
en este caso un fémur humano. Para los modelos presentados en este capítulo se ha escogido
un modelo 3D ya existente [75], obtenido a partir de imágenes tomográficas y su posterior
tratamiento según el proceso descrito a continuación:
1. Se realizan una serie de tomografías (TAC) de la pierna de un individuo sano. En total
se obtiene 35 secciones transversales del fémur completo.
2. Mediante un programa informático especializado (I_DEAS R) se generan dos superfi-
cies tridimensional cerradas que envuelven estas secciones, tanto por el periosteo como
por el endosteo, creando de esta manera un modelo geométrico del fémur.
3. Por último, el programa informático genera automáticamente elementos tridimensio-
nales que se adaptan a la superficie externa. Es posible controlar el tipo y/o tamaño
de dichos elementos a partir de parámetros que se introducen en el propio programa
informático, así como la zona del fémur que se desea mallar. En el caso de este capítulo
se ha eliminado el extremo distal del fémur.
De esta manera se genera una malla del fémur de 7266 nodos y 6453 elementos (fig.
5.15), de los cuales 147 corresponden a tetraedros lineales (elemento C3D4 en Abaqus FEA
R, 1 punto de integración), 684 a prismas lineales (C3D6, 2 p.i.) y 5622 a hexaedros lineales
(C3D8, 8 p.i.), fig. 5.16.
Una vez que se tiene la malla es el momento de definir las condiciones de carga y despla-
zamientos que se van a aplicar a lo largo de la simulación, las cuales producirán los estímulos
mecánicos necesarios para hacer evolucionar la densidad desde el valor homogéneo inicial
hasta la distribución en el equilibrio.
Sin embargo es importante definir en qué zonas del fémur se va a realizar la remodelación.
Puesto que la actividad celular se extiende por todo el hueso, la adaptación de las propiedades
mecánicas y la estructura del tejido óseo es posible que se produzca en cualquier punto del
hueso. Por tanto, la remodelación ósea debería permitirse en todos los elementos de la malla.
Sin embargo, si se observa en detalle la malla utilizada en la zona proximal (fig. 5.17) pueden
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Figura 5.15: Malla del modelo de elementos finitos del fémur. Puede apreciarse la existencia
del canal medular en la diáfisis.
apreciarse irregularidades geométricas que impiden un correcto cálculo del desplazamiento
nodal:
Debido a la automatización del proceso de generación de la malla, existen elementos
contiguos que el software no detecta como tal, produciéndose irregularidades en la zona
de contacto, picos o incluso zonas de solapamiento elemental.
Algunos nodos presentan una alta conectividad (llegando incluso a la concurrencia de
hasta 96 elementos en un mismo nodo), lo que se traduce en una gran complejidad a
la hora de proyectar las variables desde los puntos de Gauss a los nodos.
En algunos nodos, los elementos que concurren a él presentan grandes discontinuidades
en cuanto a la orientación de sus caras, por lo que el cálculo de las normales a los nodos
como promedio de las normales de los elementos que concurren a dicho nodo puede
producir errores.
Debido a la complejidad de la malla existente en la zona proximal del fémur, se ha
decidido limitar la remodelación ósea externa únicamente a la diáfisis, tanto en el periosteo
como en el endosteo (fig. 5.18), permitiendo la remodelación ósea interna en toda la malla.
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a) C3D4 b) C3D6 c) C3D8
Figura 5.16: Esquema de los elementos utilizados en este capítulo.
Alta conectividad
Elementos solapados
Discontinuidades severas
Figura 5.17: Detalle de la malla del modelo de elementos finitos del fémur en el extremo
proximal.
5.6.2. Aplicación de las cargas
En el presente capítulo se intenta modelar el proceso de remodelación ósea (interna y
externa) de un fémur humano desde un punto de vista fenomenológico para intentar obtener
la distribución de densidad real de dicho hueso. Para ello, es necesario someter al hueso a un
estado tensional igual al real, y validar si la formulación matemática desarrollada es capaz
de modelar fenomenológicamente los procesos biológicos que ocurren. Si, por el contrario,
el estado de cargas no es idéntico al real, no es posible afirmar que dicha comparación sea
válida. Por tanto parece lógico pensar que resulta imprescindible conocer la totalidad de
las cargas a las que se somete el fémur a lo largo del día: multitud de ligamentos, huesos y
músculos concurren al fémur y lo someten a cargas dinámicas variables con el tiempo y la
5.6. Modelo de elementos finitos de un fémur proximal humano. 133
Figura 5.18: Elementos del endosteo en los que se permite la remodelación ósea externa. La
remodelación ósea interna se permite en todos los elementos de la malla.
actividad. Sin embargo, realizar una simulación teniendo en cuenta todas estas considera-
ciones resulta inviable, por lo que normalmente se emplea un estado de cargas que produzca
unas tensiones los más parecidas a las reales. En ocasiones se emplea incluso los casos de
carga más desfavorables que puedan producirse en una actividad física normal con el fin de
estar en el lado de la seguridad.
Para este modelo se han utilizado los casos de carga definidos por García-Aznar [75],
correspondiente al momento de apoyo sobre una pierna cuando se camina, basados a su vez de
otros trabajos previos [11,83,228]. El primer caso de carga se corresponde con el momento de
apoyo del pie, mientras que los otros dos representan el movimiento de abducción y adducción
respectivamente [30]. Estos tres casos de carga distintos se aplican en dias sucesivos (caso
general) o en el mismo día (caso de acomodación celular), tal y como se explicó en secciones
anteriores. Los tres casos de carga son los que aparecen en la tabla 5.2, aplicados en los
puntos marcados en rojo en la fig. 5.19.
Estado Cargas A Estado Cargas B
Tipo Fx(N) Fy(N) Fz(N) Tipo Fx(N) Fy(N) Fz(N)
Caso Cargas 1 1A -49.54 -38.02 -135.80 B 37.52 15.46 66.62
Caso Cargas 2 2A -24.08 40.16 -61.08 B 1.505 -7.98 38.14
Caso Cargas 3 3A -77.30 -41.62 -54.22 B 28.98 13.78 41.00
Tabla 5.2: Componentes de los tres casos de carga contemplados en el modelo de la extre-
midad proximal del fémur.
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Tipo Cargas 1A Tipo Cargas 2A
Tipo Cargas 3A Tipo Cargas B
Figura 5.19: Puntos de aplicación de los tres casos de carga.
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5.6.3. Condiciones de contorno
Por último queda por definir las condiciones de contorno del modelo. En este caso se
desea conocer principalmente la distribución de densidades cerca del extremo proximal del
fémur, pues es donde se obtienen los resultados más interesantes, ya que en la zona de la
diáfisis la distribución es mucho más homogénea. Es por ello por lo que se ha decidido colocar
las condiciones de contorno en el extremo distal de la malla, concretamente en los 4 puntos
señalados en la fig. 5.20, en los que se han impedido los desplazamientos y se han permitido
los giros.
Figura 5.20: Definición de las condiciones de contorno.
5.7. Simulaciones y resultados
En esta sección se detallan los resultados obtenidos al aplicar un modelo de remodelación
ósea interna y externa (ROIE) al fémur humano descrito anteriormente. Se comentan las
limitaciones que tiene dicho modelo y que justifican la proposición de uno nuevo, que se
explica en el capítulo siguiente.
En primer lugar se realizan una serie de simulaciones con el fin de estimar las propiedades
mecánicas del fémur. Para ello se parte de una densidad ósea uniforme y muy baja, 0:5 g=cm3,
en todo el modelo de la extremidad proximal y se aplican las cargas descritas anteriormente.
La densidad ósea varía con el tiempo, aumentando en las zonas más cargadas y disminuyendo
en las zonas en desuso, hasta alcanzar un equilibrio de remodelación en el que deja de variar
la densidad ósea. El resultado es una distribución de densidad (y consecuentemente de
rigidez) que mantiene una razonable similitud con la real. Este tipo de simulaciones han sido
ampliamente usadas en la literatura para obtener distribuciones de densidad aproximadas en
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huesos [6, 51, 105]. Posteriormente, partiendo del equilibrio de ROI, se incorpora el modelo
de ROE y se aplican más días de carga para comprobar si se alcanza un equilibrio en el
modelo ROIE, en el que se mantenga invariable la geometría del fémur y en particular las
superficies del endosteo y periosteo.
Modelo de remodelación interna-externa que implementa el modelo de Stanford
(IROIE)
En este caso se han simulado 100 días de carga en el fémur para estimar las propiedades
mecánicas con el modelo de ROI isótropo de Stanford y a continuación otros 500 días con el
modelo ROIE, partiendo de la distribución de densidades obtenida en la simulación anterior
(100 ROI + 500 ROIE). Los parámetros del modelo isótropo de Stanford usado en ambas
simulaciones son los que aparecen en la tabla 5.3.
Parámetro Valor
max(
g
cm3 ) Densidad máxima permitida 2:22
min(
g
cm3 ) Densidad mínima permitida 0:05
i(
g
cm3 ) Densidad uniforme de partida 0:5
a
m Exponente de la ecuación del estímulo 4 b
n Número de ciclos diarios de la actividad 10000 a
	t (
MPa
día ) Estímulo de equilibrio 50
c
c1 Pendiente de la curva e= _r - Zona de reabsorción 0:02 a
c2 Pendiente de la curva e= _r - Zona muerta hasta 	t 0:0 a
c3 Pendiente de la curva e= _r - Zona muerta tras 	t 0:0 a
c4 Pendiente de la curva e= _r - Zona de formación 0:02 a
w(MPadía ) Semiancho de la zona muerta 12:5
a;d
 Parámetro de control ROI-ROE 0:0001
Tabla 5.3: Valores asignados a los distintos parámetros del modelo fenomenológico de remo-
delación ósea interna y externa isótropo. a García-Aznar [75], b Whalen y Carter [237], c
Beaupré y cols. [6], d Doblaré y García-Aznar [51].
En la fig. 5.21 se representa la evolución temporal de la densidad ósea en la extremidad
proximal del fémur. Se puede apreciar cómo la solución converge hacia una distribución más
o menos estable de la densidad. La distribución de densidad en la cabeza del fémur obtenida
en el día 300 se compara en la fig. 5.22 con una radiografía real de la zona. En ambas se
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observa una densidad baja en el cuello, una capa de cortical gruesa en la metáfisis y un hueso
trabecular denso en el interior de la cabeza. Se puede decir entonces que este modelo simula
con razonable aproximación lo que ocurre en la realidad. Sin embargo, si se simulan más
días de carga comienza a apreciarse una reabsorción excesiva en algunos puntos del fémur.
Este resultado, que concuerda con los obtenidos por Garijo y cols. [78], se analizará con más
detenimiento en la sección 5.7.1. No se puede hablar, por tanto, de que el modelo converja
completamente.
Dı´a 1 Dı´a 50 Dı´a 100 Dı´a 200
Dı´a 300 Dı´a 400 Dı´a 600
Figura 5.21: Evolución de la densidad ósea en la simulación IROIE.
En cuanto a la remodelación ósea externa, puede observarse en la fig. 5.23 la evolución de
una sección central de la diáfisis del fémur. Si se observa en detalle, se aprecia que el aumento
de sección es constante a lo largo de la simulación de 500 días: existe formación tanto en el
endosteo como en el periosteo. En el periosteo el crecimiento ocurre a mayor velocidad, dado
que el estímulo mecánico es especialmente elevado en esa zona por las cargas de flexión, pero
en ninguno de los casos se observa que la velocidad de formación tienda a disminuir con el
tiempo. Por tanto, se puede afirmar que el modelo propuesto de remodelación ósea externa
combinado con el modelo isótropo de Stanford no es convergente.
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a) b)
Figura 5.22: a) Distribución de densidades obtenida de una radiografía (tomada de Skedros
y Baucom [214]). b) Distribución de densidades en el extremo proximal del fémur para el
modelo de remodelación ósea interna en el día 300 de simulación.
Periosteo
Endosteo
Inicial
+100 d´ıas
600 d´ıas
Figura 5.23: Evolución del contorno de una sección transversal de la diáfisis del fémur en la
simulación IROIE desde la posición inicial (verde) hasta la posición a los 600 días simulados
(rojo). La posición inicial coincide con la del día 100 de simulación, pues hasta entonces no
hay ROE.
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Modelo de remodelación interna externa isótropo incluyendo acomodación ce-
lular (IROIEAC)
A continuación se ha simulado el proceso de remodelación ósea interna y externa inclu-
yendo el efecto de la acomodación celular. Para ello se repitió la simulación del caso anterior:
se simularon 100 días de ROI sin acomodación celular, tan solo para estimar las propiedades
mecánicas del fémur, seguidos de 500 días con el modelo de ROIE, pero ahora incorporando
la acomodación celular al estímulo de equilibrio. Los parámetros de esta simulación son los
mismos que en la simulación anterior (tabla 5.3), a excepción del número de ciclos a aplicar
en cada caso de carga. En este caso, tal y como se comentó anteriormente, es necesario
aplicar todos los casos de carga que se contemplan en cada día de simulación. Si antes se
tenía que n = 10000 para cada caso de carga y se repetían varios días el caso de carga
más frecuente, ahora se tiene que n1 = 6000, n2 = 2000 y n3 = 2000 [75], aplicados diaria
y secuencialmente. Por su parte, se ha tomado un valor del factor de la velocidad de la
acomodación celular (ec. (5.17))  = 0:5.
En la fig. 5.24 se observa la evolución de la densidad ósea en el fémur al considerar
el efecto de la acomodación celular en el modelo. Se puede comprobar que la distribución
obtenida sigue siendo muy similar a la real de la radiografía (fig. 5.22). Sin embargo, en este
caso, al incluir la acomodación celular, sí se consigue alcanzar un equilibrio de remodelación
y convergen tanto la densidad como las propiedades mecánicas del hueso, como se verá en
la sección 5.7.1.
La evolución de la sección transversal de la diáfisis puede verse en la fig. 5.25. Los
resultados muestran que al finalizar los 600 días de simulación, el periosteo y el endosteo aún
se están desplazando, formando tejido y aumentando la sección. Sin embargo, a diferencia de
lo que ocurría en el modelo sin acomodación celular (fig. 5.23), cada día que pasa se produce
una disminución paulatina del desplazamiento de la superficie, tanto en el periosteo como
en el endosteo. Es decir, este modelo sí converge lo que, a priori, parece un buen resultado,
que solventa la principal limitación del modelo anterior. No obstante, dicho resultado en
realidad es engañoso pues hay que tener en cuenta que el periosteo y el endosteo no deberían
desplazarse en ningún caso, pues se trata de una malla de elementos finitos obtenida de un
fémur de dimensiones reales y el modelo de ROE debería estar en equilibrio y no producir
cambios en la geometría del fémur.
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Dı´a 1 Dı´a 50 Dı´a 100 Dı´a 200
Dı´a 300 Dı´a 400 Dı´a 600
Figura 5.24: Evolución de la densidad ósea en la simulación IROIEAC.
Periosteo
Endosteo
Inicial
+100 d´ıas
600 d´ıas
Figura 5.25: Evolución del contorno de la sección transversal de la diáfisis del fémur en
la simulación IROIEAC desde la posición inicial (verde) hasta la posición a los 600 días
simulados (rojo).
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Modelo de remodelación interna externa anisótropo basado en la Mecánica de
Daño (AROIE)
Por último se ha simulado el proceso de ROIE usando el modelo anisótropo basado en
la mecánica de daño de Doblaré y García-Aznar [51, 75] para la remodelación interna. De
nuevo se simularon 100 días de ROI partiendo de una densidad uniforme de 0:5 g=cm3 para
estimar las propiedades mecánicas, y en este caso la anisotropía del hueso del fémur. Y otros
500 días con el modelo de ROIE, partiendo de la distribución de densidad y anisotropía
obtenidos tras los primeros 100 días. Los parámetros de esta simulación son iguales a los del
modelo isótropo de Stanford (tabla 5.3). Solo falta por definir el grado de anisotropía, que
se ha tomado ! = 0:1 [75].
En la fig. 5.26 se observa la evolución de la densidad ósea para este caso. La distribución
de densidades obtenida, tal y como puede comprobarse al comparar la distribución a los 300
días de remodelación con la fig. 5.22, puede parecer en un principio que converge hacia una
distribución parecida a la real. Sin embargo, al igual que ocurría en el modelo isótropo sin
acomodación celular, esta convergencia no se produce (sección 5.7.1).
Dı´a 1 Dı´a 50 Dı´a 100 Dı´a 200
Dı´a 300 Dı´a 400 Dı´a 600
Figura 5.26: Evolución de la densidad ósea en la simulación AROIE.
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La evolución de la sección transversal de la diáfisis puede verse en la fig. 5.27. Al no
considerar la acomodación celular, tampoco se ha conseguido la convergencia de la ROE y
dicha sección crece a un ritmo constante.
Periosteo
Endosteo
Inicial
+100 d´ıas
600 d´ıas
Figura 5.27: a) Evolución del contorno de la sección transversal de la diáfisis del fémur en la
simulación AROIE desde la posición inicial (verde) hasta la posición a los 600 días simulados
(rojo).
5.7.1. Propiedades mecánicas
Por último se ha realizado un estudio de la evolución de las propiedades mecánicas en el
fémur. Concretamente del módulo elástico, en 6 puntos situados en la extremidad proximal
del fémur, que pueden verse en la fig. 5.28. En las figs. 5.29, 5.30, 5.31, 5.32, 5.33 y 5.34
se puede ver cómo evoluciona el módulo de elasticidad en cada uno de los puntos elegidos
utilizando los distintos modelos propuestos en este capítulo. En el caso del modelo anisótropo
se representan los tres módulos de elasticidad en ejes principales de ortotropía.
Para los casos sin acomodación celular, se observa que, a excepción del punto C, la
rigidez, después de un aumento significativo, disminuye considerablemente hasta valores
muy bajos en todos los puntos elegidos. Este hecho concuerda con los resultados de Garijo y
cols. [78] obtenidos en una simulación del proceso de remodelación ósea utilizando el modelo
isótropo de Stanford. En esa simulación, a una fase de equilibrio (300 días), le sucedía una
disminución progresiva y constante de la densidad del fémur (1000 y 3000 días, fig. 5.35).
A pesar de que en distintos trabajos se ha tratado de solucionar este problema mediante
5.8. Conclusiones 143
A
B C
D
E
F
Figura 5.28: Puntos del fémur elegidos para la comparación del módulo de elasticidad.
diversas técnicas1, lo cierto es que el problema de la convergencia persiste. Sólo en el caso
de implementar la teoría de la acomodación celular se consigue paliar esta dificultad de los
modelos, como han comprobado también Garijo y cols. [78].
5.8. Conclusiones
Se han realizado diferentes simulaciones del proceso de remodelación ósea interna y ex-
terna utilizando 3 modelos distintos: isótropo de Stanford, isótropo de Stanford con acomo-
dación celular y anisótropo basado en la mecánica del daño. Los modelos fenomenológicos
de remodelación ósea interna propuestos son una herramienta válida para obtener una pri-
mera aproximación de la distribución de densidades en el tejido óseo. Sin embargo, si el
objetivo es simular procesos más complejos de mayor duración, como podría ser el caso de
la remodelación ósea de un callo de fractura, estos modelos no son apropiados debido a que
no se alcanza un equilibrio de remodelación, es decir una convergencia de la densidad y las
propiedades mecánicas, tal y como pone de manifiesto Garijo y cols. [78]. Para corregir este
problema es necesario incluir el efecto de la acomodación celular.
En cuanto a la ROE, se ha comprobado que también es necesario incluir el efecto de
1La extrapolación de la solución en los puntos de Gauss a los nodos [110], la teoría de Cosserat [143], el
gradiente de la elasticidad [82] o la difusión de la densidad aparente [59], entre otras.
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Figura 5.29: Evolución del módulo de elasticidad del punto A para los distintos modelos.
la acomodación celular para conseguir la convergencia de las dimensiones del fémur. Los
modelos sin acomodación celular estiman un crecimiento constante de la sección de la diáfisis,
con formación neta tanto en el periosteo como en el endosteo, a diferencia del modelo isótropo
con acomodación celular en el que se ha conseguido que ese crecimiento no sea constante
sino que vaya disminuyendo progresivamente hasta alcanzar un equilibrio de ROE. Aún así,
el modelo IROIEAC no es del todo satisfactorio, ya que hay que tener en cuenta que las
superficies exteriores de la malla no deberían desplazarse en ningún caso, puesto que la malla
tiene las dimensiones de un fémur real. Si bien es cierto que se podría conseguir que el modelo
no sufra cambios en la geometría con un reajuste de los parámetros, también lo es el hecho de
que el modelo presenta otras limitaciones que hacen recomendable una revisión del mismo.
En este sentido, Carpenter y Carter [26] argumentan que en el modelo fenomenológico de
ROE es necesario considerar la carga superficial que los músculos y tendones ejercen sobre
la superficie del periosteo como una variable más del modelo.
Por todas estas consideraciones, parece conveniente revisar los modelos propuestos hasta
ahora. En el capítulo 6 se propone un nuevo modelo de ROIE en el que la ROI se modela
con un modelo mecanobiológico y la ROE mediante un modelo fenomenológico que tiene en
cuenta la carga superficial sobre el periosteo.
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Figura 5.30: Evolución del módulo de elasticidad del punto B para los distintos modelos.
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Figura 5.31: Evolución del módulo de elasticidad del punto C para los distintos modelos.
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Figura 5.32: Evolución del módulo de elasticidad del punto D para los distintos modelos.
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Figura 5.33: Evolución del módulo de elasticidad del punto E para los distintos modelos.
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Figura 5.34: Evolución del módulo de elasticidad del punto F para los distintos modelos.
Figura 5.35: Resultados de una simulación con el modelo isótropo de Stanford en 2D para
la distribución de la densidad después de a) 300, b) 1000 y c) 3000 días. Tomado de Garijo
y cols. [78].
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Capítulo 6
Modelo de remodelación ósea
propuesto
6.1. Introducción
En el capítulo 5 se han visto distintos modelos fenomenológicos de remodelación ósea
interna y externa, tanto isótropos como anisótropos. En general, estos modelos se limitan
a relacionar mediante ecuaciones dos magnitudes: estímulo mecánico y respuesta remodela-
toria, sin pretender explicar qué ocurre a nivel celular. Esta simplicidad en la formulación
del modelo puede hacer que su uso en aplicaciones más complejas dé lugar a resultados sin
sentido físico, tal y como se vio en el capítulo 5.
Para tratar de solucionar esto se han propuesto en la literatura modelos mecanobiológicos
en los que se incluye el modelado de la actividad celular de forma más o menos detallada para
explicar esa relación entre el estímulo mecánico y la respuesta remodelatoria. Estos modelos
se abordan en el presente capítulo. En primer lugar, al igual que en el capítulo 5, se hará una
breve revisión histórica de algunos de los modelos mecanobiológicos más importantes, para,
a continuación, formular el modelo mecanobiológico de remodelación ósea interna utilizado
en esta tesis. Más tarde, y de acuerdo con las conclusiones a las que se llegó en la sección 5.8,
se modelará la remodelación ósea externa incluyendo el estímulo mecánico superficial como
una variable de estado del modelo. Finalmente se realizarán algunas simulaciones numéricas
para probar la validez del modelo combinado ROIE propuesto.
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6.2. Revisión histórica
6.2.1. Modelo de BMUs de Hernandez
Aunque no es el primer modelo mecanobiológico que se desarrolla, ya que anteriormente
Huiskes y cols. [104] comenzaron a modelar la actividad celular como responsable de la remo-
delación, sí que es el primero que considera la existencia de BMUs en su modelo considerando
la secuencia ARF (activación, reabsorción, formación) del proceso remodelatorio. Partiendo
del modelo isótropo de Stanford, Hernandez [94] propone cambiar la expresión que evalúa el
incremento de densidad, ec. (5.13), por otra expresión que manifiesta el papel de las BMUs
en la remodelación. Así, en la fase de reabsorción, los osteoclastos de la BMU reabsorben
una cierta cantidad de volumen de tejido mineralizado, pasando dicho tejido a ser un hueco
(cavidad de reabsorción), mientras que en la fase de formación los osteoblastos depositan
osteoide, que rellena ese hueco y se irá mineralizando con el tiempo. Es precisamente esta
secuencia de conversión de volúmenes (volumen de tejido mineralizado! volumen de hueco
! volumen de osteoide) la que produce el cambio global de la densidad aparente.
Hernandez modela la forma geométrica de la cavidad de reabsorción y del volumen de
osteoide depositado en función del tipo de tejido en el que se produce. En el caso del tejido
trabecular, la reabsorción y posterior deposición de osteoide tiene lugar en las superficies de
las trabéculas, mientras que en el caso del tejido cortical dicho proceso ocurre en el interior
de la matriz ósea. Por tanto, el primero tendría forma de semicilindro elíptico con una sección
de semiejes de y dBMU (hemiosteona [178]), mientras que en el caso del cortical sería un
cilindro circular hueco de diámetro exterior do e interior dh (osteona), tal y como se puede
observar en la fig. 6.1. De este modo el área de cada sección es:
Atrab =

4
dedBMU (6.1a)
Acort =

4
(d2o   d2h) (6.1b)
En este modelo la velocidad de remodelación es una función dependiente directamente de
la cantidad de BMUs activas en cada momento, y dicho número es dependiente, a su vez, de
la velocidad de activación de BMUs, _NBMU . Esta variable controla, por tanto, la actividad
remodelatoria, y es función de la superficie específica de poros, SV , dada por Martin [146]
en función de la porosidad, p, según la ec. (5.12), y de la frecuencia de activación, for:
_NBMU = forSV (p) (6.2)
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Figura 6.1: Geometría aproximada del volumen remodelado por una BMU a) en el hueso
trabecular y b) en el hueso cortical, según Hernandez [94].
Hay que destacar que en este modelo la velocidad de activación de BMUs no depende
del estado tensional al que está sometido el tejido, ya que Hernandez modela for como una
constante. Una vez que la BMU ha dejado de estar activa, el osteoide, comienza el proceso
de mineralización mientras que ninguna otra BMU vuelva a pasar por allí. Durante este
proceso el agua es sustituida por mineral de hidroxiapatita. Dicha mineralización se produce
en dos etapas bien diferenciadas: una fase primaria muy rápida, en la que en pocos días [178]
se alcanza hasta un 70% del contenido máximo de mineral [95], y una fase secundaria mucho
más lenta, de entre 6 meses [182] y varios años de duración [70], en la que la velocidad de
mineralización disminuye conforme el tejido se satura de mineral [70, 178] (ver fig. 6.2 y
nótese en ella que la escala temporal no es real, la fase primaria dura apenas 10 días [151]).
Conocido el número de BMUs que se activan por unidad de tiempo como función úni-
camente de la porosidad del tejido y el área de la sección de dicha unidad de remodelación,
Hernandez estima el volumen reabsorbido y posteriormente formado por unidad de tiempo,
y por tanto la evolución de la densidad aparente del tejido.
6.2.2. Modelo de BMUs de Hazelwood
La principal novedad que supone este modelo respecto al de Hernandez es el hecho de
que introduce la influencia del estado tensional en la actividad remodelatoria a través del
estímulo mecánico que es la variable mecanobiológica que controla el proceso. Hazelwood [90]
postula que las BMUs se activan debido a cargas muy bajas (desuso) o por cargas muy altas
(daño), aumentando la porosidad del tejido o reparando el daño producido por fatiga. Así,
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Figura 6.2: Esquema de la evolución temporal de la fracción de ceniza  en el tejido óseo.
El eje temporal no está a escala ya que la fase primaria dura unos 10 días [151], mientras
que la secundaria dura entre 6 meses [182] y varios años [70].
la porosidad cambia en el tejido como consecuencia de cualquier desequilibrio que ocurra
entre la reabsorción y la formación, es decir, de la diferencia entre el tejido reabsorbido y
formado por las BMUs:
_p = QRNR  QFNF (6.3)
donde QR y QF son las velocidades de reabsorción y formación respectivamente, y NR y NF
son el número de BMUs activas que se encuentran en fase de reabsorción y formación, res-
pectivamente. Estas velocidades se definen como la cantidad de tejido reabsorbido o formado
por unidad de tiempo:
QR =
A
TR
(6.4a)
QF =
A
TF
(6.4b)
donde A es el área de la sección de una BMU (Hazelwood no distingue entre BMUs de
tejido cortical y trabecular para definir este área), y TR = 24 días y TF = 64 días son las
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duraciones de los períodos de reabsorción y formación, entre los cuáles transcurre el período
de inversión que dura TI = 8 días [70].
Por otro lado, el número de BMUs activas se calcula integrando en el dominio temporal
la frecuencia de activación de BMUs, fa:
NR(t) =
Z t
t TR
fa(t
0)dt (6.5a)
NF (t) =
Z t TR TI
t TR TI TF
fa(t
0)dt (6.5b)
Dicha frecuencia de activación se define también en función de la superficie específica de
poros SV , análogamente a como se hacía en el modelo de Hernandez con _NBMU , :
fa = (fa(daño)(d) + fa(desuso)( ))SV (p) (6.6)
donde las variables fa(daño) y fa(desuso) son, respectivamente, la contribución del daño y el
desuso a la activación de BMUs. Nótese que, a diferencia de lo que ocurría en el modelo de
Hernandez con for, las variables fa(daño) y fa(desuso) no son constantes, sino que se relacionan
con el daño d y el estímulo mecánico  a través de ciertas funciones.
En este modelo aparece el daño d como variable de estado. La variación temporal de esta
variable, _d, viene determinada por dos procesos: por un lado el aumento de daño por fatiga,
_dF , que es función del estímulo mecánico  , y por otro la reparación o disminución del daño
como consecuencia del proceso remodelatorio, _dR, que es directamente proporcional al daño
presente en el tejido y a la cantidad de tejido reabsorbido:
_d = _dF ( )  _dR(d) (6.7)
6.3. Modelo isótropo basado en la actividad de BMUs de
García-Aznar
6.3.1. Introducción
Sirviéndose de los conceptos introducidos en los modelos anteriores, García-Aznar y
cols. [76] desarrollan un modelo mecanobiológico isótropo en el que, además, se tiene en
cuenta la influencia del daño en las propiedades mecánicas y el concepto de acomodación
celular. El modelo propuesto en esta tesis está basado en él, aunque difiere en algunos
aspectos que serán tratados con mayor detenimiento.
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Como ya se vio en el capítulo 2, se puede definir la fracción volumétrica de hueso, vb,
como la relación entre el volumen de tejido y el volumen total, y la porosidad p como su
complementario:
vb =
Vb
Vt
(6.8a)
p =
Vt   Vb
Vt
=
Vv
Vt
= 1  vb (6.8b)
Por otro lado, la fracción de ceniza del tejido se definió en dicho capítulo como el cociente
entre la masa de ceniza (mineral de hidroxiapatita) y masa seca (mineral y colágeno):
 =
mh
mh +mc
(6.9)
Para completar la definición de las variables de estado del modelo es necesario conocer
el nivel de daño. Dos interpretaciones pueden darse a esta variable. En primer lugar puede
entenderse como una medida del deterioro que sufren las propiedades mecánicas como conse-
cuencia de la acumulación de grietas en el tejido, d = 1  EE0 (con E y E0 los módulos elásticos
del material dañado e intacto, respectivamente) [23,47,115,184,253]. También puede enten-
derse como la fracción volumétrica de tejido dañado, h = VdVt . Es esta segunda definición la
que se corresponde con el parámetro de densidad de daño propiamente dicho, aunque Burr
y cols. [24] observaron experimentalmente que ambas definiciones están relacionadas:
h =
Vd
Vt
= kd (6.10a)
d = 1  E
E0
(6.10b)
donde k es una constante de proporcionalidad que se puede medir experimentalmente. Las
variables d y h, al ser directamente proporcionales, suelen llamarse indistintamente nivel de
daño microestructural.
Una vez conocidas las variables vb,  y h (o d) se puede estimar la rigidez del tejido óseo.
Para ello se parte de la correlación experimental dada por Hernandez y cols. [94, 96] para
definir el módulo elástico del tejido intacto:
E0(MPa) = 84370 v
2:58
b 
2:74 (6.11)
y se incorpora la dependencia del daño a través de la ec. (6.10), con lo que:
E (MPa) = E0(1  d) = 84370 v2:58b 2:74(1  d) (6.12)
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mientras que el coeficiente de Poisson del tejido óseo se puede suponer constante e igual a
 = 0:3 [148].
La densidad aparente, , en función de la densidad del tejido, t, y la porosidad, p (o el
volumen relativo de tejido, vb), será:
 = t
Vt   Vv   Vd
Vt
= t (1  p  h) = t (vb   h) (6.13)
estimándose la densidad del tejido en función de la fracción de ceniza según la correlación
dada por Hernandez y cols. [94, 96]:
t = 1:41 + 1:29 (6.14)
6.3.2. Actividad de las BMUs
Se describe a continuación cómo se considera en este modelo la actividad remodelatoria
de las BMUs y cuáles son sus efectos sobre las variables de estado del modelo. En primer
lugar, sobre la fracción volumétrica de tejido, cuya velocidad de cambio, _vb, viene dada por
el balance global entre formación y reabsorción:
_vb = _vF   _vR (6.15)
siendo _vF y _vR las velocidades de formación y reabsorción ósea, respectivamente. Estas
velocidades de remodelación son los volúmenes de tejido que las BMUs activas forman o
reabsorben por unidad de tiempo. Se estiman, de forma similar a como lo hacía Hazelwood,
ec. (6.5), con una integración en el dominio del tiempo de la cantidad de tejido reabsorbido
o formado por todas las BMUs que están activas en la fase correspondiente, por el tiempo
que dura dicha fase. De manera general la integración se realiza de la siguiente forma:
_v(t) =
1
T
Z t
t T
NBMU (t
0)Afx(t0) vBMUdt0 (6.16)
donde NBMU (t0) es el número de BMUs activas en el instante t0, A es el área de la sección
de la BMU, fx(t0) es una variable (fx 2 [0; 1]) que mide la actividad celular de osteoclastos
(x = c) y osteoblastos (x = b), vBMU es la velocidad de avance de la BMU y T es el tiempo
que dura cada una de las fases de la remodelación (TF = 64 días en formación y TR = 24
días en reabsorción). Más adelante, estas expresiones se particularizan para los casos de
formación y reabsorción, teniendo en cuenta la secuencia ARF.
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El valor de A depende de que el tejido esté siendo reabsorbido o formado, así como del
tipo de tejido de que se trate. El tejido formado ya tiene la porosidad lacunocanalicular,
plc, puesto que al formarse tejido ya quedarán atrapados algunos osteoblastos en la matriz
ósea, que se diferenciarán a osteocitos. Las BMUs en hueso cortical horadan un túnel dentro
de la matriz ósea, por tanto, la cantidad de tejido reabsorbido por estas BMUs incluye la
porosidad total, p, que consta de la porosidad lacunocanalicular y la porosidad vascular de
los canales haversianos. En cambio, en el hueso trabecular sólo se reabsorben las trabéculas
y queda excluida por tanto la porosidad vascular. Además hay que tener en cuenta que la
cavidad de reabsorción en tejido cortical es un cilindro completo de diámetro do (fig. 6.1):
AF =
8><>:

4 (do
2   dh2)(1  plc) h. cortical

4 dEdBMU (1  plc) h. trabecular
(6.17a)
AR =
8><>:

4 do
2(1  p) h. cortical

4 dEdBMU (1  plc) h. trabecular
(6.17b)
Por otra parte, el cociente entre fb y fc define otra variable conocida como focal bone
balance [94], fbb = fbfc , que depende principalmente del estímulo mecánico [51, 104, 111],
aunque también puede depender de la edad [28,148]. En este modelo se supone que fc = 1,
lo que quiere decir que los osteoclastos reabsorben siempre la misma cantidad de tejido y
son los osteoblastos los que forman más o menos osteoide en función del estímulo mecánico.
La dependencia de fbb con el estímulo se establece a través de una relación análoga a la
usada para evaluar _r en función del estímulo mecánico en el modelo isótropo de Stanford
(fig. 6.3). Nótese que en este caso se han incluido los valores fbb;max y fbb;min que saturan
la respuesta remodelatoria. Dichos límites ya fueron comentados en el capítulo 5, aunque
finalmente no fueron incluidos en ninguno de los modelos anteriores.
En este modelo, el estímulo mecánico, , se define a partir del nivel de deformaciones y
no de tensiones, tal y como proponen Mikic y Carter [165]:
 =
 
NX
i=1
ni "i
m
! 1
m
(6.18)
donde N es el número de actividades distintas que se realizan diariamente, ni es el número
de ciclos que la actividad i se repite al día, m es el mismo exponente de la ec. (5.2) y "i es
la deformación efectiva que la actividad i produce, y que se define como:
"i =
r
2Ui
E
(6.19)
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Figura 6.3: Relación entre el estímulo mecánico basado en las deformaciones, , y el balance
de hueso local o focal bone balance, fbb.
siendo E el módulo de Young dado por la ec. 6.12, y Ui la densidad de energía de deformación
producida por la actividad i.
En la fig. 6.3 aparece un valor de equilibrio del estímulo mecánico, , en torno al cual el
balance neto de formación/reabsorción es neutro. Este estímulo de equilibrio toma un valor
correspondiente al de un hueso que soporta 10000 ciclos diarios de amplitud 50MPa [6],
 = 0:0025 ciclos1=4mm=mm [76]. Sin embargo, este valor solo es válido para huesos largos
que soportan cargas normales. En el caso de huesos planos, cortos y en general huesos cuya
misión no sea la de soporte de carga dicho valor supondría la reabsorción del tejido óseo, ya
que el estímulo mecánico en dichos huesos es muy bajo. Por otro lado, una actividad física
alta mantenida durante cierto tiempo no debe producir una formación neta indefinida, al
igual que un desuso prolongado no provoca una pérdida total del hueso. Por tanto, para poder
incluir en el modelo el comportamiento de todo tipo de huesos y niveles de carga, García-
Aznar y cols. [76] incorporan al modelo matemático el principio de acomodación celular
propuesto por Turner [224], según el cual el estímulo de equilibrio no es una constante sino
que varía acomodándose al valor del estímulo aplicado según una ley asintótica, de forma
análoga a lo que se vio en el cap. 5:
d(t)
dt
= '((t)  (t)) (6.20)
donde ' es el parámetro que controla la velocidad de adaptación. Se trata de una ecuación
diferencial de primer grado que se integra fácilmente:
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(t) = (t) + (0   (t)) e 't (6.21)
Sin embargo, en la implementación numérica del modelo de remodelación conviene em-
plear un esquema de integración numérico. En concreto, se utiliza el método de Euler explí-
cito:
(t+t) = (t) + '((t)  (t))t (6.22a)
(t) = (t+t)  (t) = '((t)  (t))t (6.22b)
Las ecs. (6.21) y (6.22) son equivalentes, siempre y cuando t sea suficientemente pe-
queño.
De la ec. (6.16) solo queda por definir el valor NBMU (t0), número de BMUs activas en
el instante t0. Este valor puede ser estimado como la suma de todas las BMUs que fueron
generadas antes de t0 y que aún están activas, es decir, todas las BMUs generadas desde el
instante t0   L hasta t0. Al parámetro L se le conoce como vida de la BMU, aunque no es
el tiempo que dura toda la actividad de la misma sino el que transcurre desde la activación
de la misma hasta que el último osteoclasto sufre apoptosis y cesa la fase de reabsorción. Es
decir, aún quedaría por terminar la fase de formación en las últimas secciones de la BMU.
La población de BMUs completamente activas en el instante t0 queda entonces:
NBMU (t
0) =
Z t0
t0 L
_NBMU (t
00)dt00 (6.23)
donde _NBMU es la velocidad de activación de BMUs y se define de forma análoga a como
lo hacían Hernandez (ec. (6.2)) y Hazelwood (ec. (6.6)):
_NBMU = forSV (p) (6.24)
siendo SV la superficie específica de poros y for la frecuencia de activación de BMUs, que
se define aquí en función de un parámetro biológico, fbio, y de la señal, s, que es a su vez
función del daño y del estímulo mecánico:
for = fbio(1  s) (6.25a)
s(; d) =

 + 0
(1  d)a (6.25b)
siendo a una constante del modelo. Este modelo sigue la teoría inhibitoria de Martin [147],
según la cual los osteocitos continuamente se están enviando entre sí una señal que inhibe
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la activación de BMUs (s = 1). Si esa señal se interrumpe, comienzan a activarse BMUs y
si se interrumpe completamente (s = 0), lo hacen con la frecuencia de activación máxima
for = fbio.
La señal inhibitoria puede interrumpirse por el desuso (estímulo mecánico bajo) o por la
presencia de daño microestructural (fig. 6.4). Así:
s(; d = 1) = 0, para un tejido completamente dañado la activación de BMUs debe ser
la más alta posible para reparar el daño.
s( = 0; d) = 0, para un tejido totalmente en desuso la activación de BMUs debe
ser también la más alta posible para reabsorber ese tejido, que resulta totalmente
innecesario para soportar cargas.
s( ! 1; d = 0) ! 1, en un tejido sin daño y con un estímulo mecánico muy alto se
inhibe por completo la activación de BMUs.
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Figura 6.4: Mapa de la señal inhibitoria, s, en función del daño d (eje vertical) y del estímulo
mecánico  (eje horizontal).
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Finalmente, la ec. (6.16) particularizada para los casos de formación y reabsorción queda:
_vF (t) =
AF
TF
vBMU
Z t TR TI
t TR TI TF
"Z t0
t0 L
_NBMU (t
00)dt00
#
fbb(t
0)dt0 (6.26a)
_vR(t) =
AR
TR
vBMU
Z t
t TR
"Z t0
t0 L
_NBMU (t
00)dt00
#
dt0 (6.26b)
6.3.3. Balances de materia
Se define ahora cómo cambian las variables de estado del modelo (volumen de tejido,
fracción de ceniza y daño) en función de los procesos de remodelación, mineralización y
fatiga.
Balance de volumen de tejido
Una vez que se ha encontrado una expresión para el cálculo de _vR y _vF , la determinación
de vR, vF y vb es inmediata:
vR(t+t) = vR(t) + _vR(t+t)t (6.27a)
vF (t+t) = vF (t) + _vF (t+t)t (6.27b)
vb(t+t) = vb(t) + ( _vF (t+t)  _vR(t+t))t (6.27c)
donde vF y vR son los volúmenes de tejido formado y reabsorbido, respectivamente, por
unidad de volumen total.
Balance de daño
En cuanto al daño, hay que tener en cuenta dos fenómenos que afectan al volumen de
tejido dañado, Vd, como son la reabsorción de tejido y la fatiga. La remodelación conlleva la
reabsorción de tejido dañado y su posterior reemplazo por osteoide, sin dañar. El volumen
de tejido dañado, por tanto, se verá reducido por efecto de la remodelación. La fatiga, en
cambio, produce el efecto contrario: degrada las propiedades mecánicas del tejido, como
consecuencia del aumento de Vd. Por tanto:
Vd(t+t) = Vd(t) Vd;reabsorcion(t+t) + Vd;fatiga(t+t) (6.28)
donde Vd(t) = h(t)Vt(t) es el volumen de tejido dañado en el instante t y Vd es el cambio
de dicho volumen por el efecto de la reabsorción y la fatiga. El volumen de tejido dañado
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reparado por reabsorción se puede estimar fácilmente conocido el nivel de daño y el volumen
de tejido reabsorbido VR:
Vd;reabsorcion(t+t) = h(t)VR(t+t) = h(t)vR(t+t)Vt (6.29)
En cuanto al incremento del volumen de tejido dañado por fatiga, es necesario conocer
en primer lugar el comportamiento a fatiga del hueso [24,115,133,184]. La vida a fatiga Nf
de un material genérico puede aproximarse por expresiones del tipo:
Nf =
K
"
(6.30)
donde K y  son constantes del material y " es el nivel de deformación efectiva y ya fue
definido en la ec. (6.19).
Pattin y cols. [184] realizaron ensayos de fatiga uniaxial sobre tejido cortical para deter-
minar la vida a fatiga y la degradación de las propiedades mecánicas (o equivalentemente
d) en función del nivel de deformaciones y el número de ciclos de carga aplicados, N . Es-
tos resultados experimentales fueron posteriormente ajustados por García-Aznar y cols. [76]
mediante las expresiones:
dc =   1
c

ln
 
1  Cc"cN

en compresión (6.31a)
dt = 1  t
s
ln (eCt2   Ct1"tN)
Ct2
en tensión (6.31b)
donde:
c =  5:238 ("  6100) 10 3 + 7 (6.32a)
Cc =
1  e c
Kc
(6.32b)
c = 10:3 (6.32c)
t =  0:018 ("  4100) + 12 (6.32d)
Ct1 =
eCt2   1
Kt
(6.32e)
Ct2 =  20 (6.32f)
t = 14:1 (6.32g)
En este trabajo se va a suponer, tal y como hacen Martinez-Reina et al. [152], que
las grietas crecen normales a las direcciones de deformación máxima y solo en el caso de
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que dichas deformaciones sean positivas. En tracción aumentará el daño según la máxima
deformación principal. En un estado de compresión las grietas solo pueden crecer por efecto
Poisson si hubiera deformaciones positivas.
El valor del parámetro Kt que aparece en la ec. (6.32e) es considerado por García-Aznar
y cols. [76] como una constante (Kt = 1:4451053). Sin embargo, en esta tesis se va a suponer
que depende del contenido de mineral del tejido, como hacen Martinez-Reina y cols. [152].
Así se pondrá de manifiesto cómo el hueso se vuelve más rígido pero también más frágil al
mineralizarse. En este sentido, algunos autores (Qiu y cols. [189], O’Brien et al. [176], Boyce
y cols. [14], Frost [67]) han confirmado con estudios experimentales que el hueso intersticial,
con un contenido de mineral más alto, es el que posee mayor densidad de microgrietas.
En este modelo se va a considerar, tal y como hacen Martinez-Reina y cols. [152], que el
efecto del contenido mineral afecta exclusivamente al parámetro Kt, tal y como se describe
a continuación, permaneciendo el resto de parámetros de la ec. (6.32) constantes.
Currey y cols. [44] realizaron experimentos para determinar la relación entre el contenido
mineral, el módulo de rigidez y las tensiones y deformaciones últimas del tejido óseo ante
un estado de tracción, fig. 6.5. Martinez-Reina y cols. [151] ajustaron dichos experimentos
mediante una correlación lineal (nótese en la figura la doble escala logarítmica):
log "u = 25:452  11:341 log[Ca] (6.33)
donde "u es la deformación última en tracción y [Ca] es la concentración de calcio en mg de
calcio por g de tejido. Si se considera que el mineral es hidroxiapatita pura, [Ca] = 398:8
[151].
Si se fija el valor del límite de fatiga en 107 [151], y se supone que dicho valor se alcanza
para una fracción de la deformación última "u=, con  = 2 un parámetro del material [151],
es posible determinar el valor de Kt a partir de la ec. (6.30):
Kt = 10
7

"u([Ca])

t
(6.34)
Una vez conocido el comportamiento a fatiga del hueso se puede realizar el balance de
daño siguiendo el procedimiento descrito a continuación. En este procedimiento se tiene en
cuenta que el daño acumulado hasta el día actual no tiene por qué haberse alcanzado con una
deformación constante. Pero si un hueso con daño d(t) se somete a N ciclos de deformación
" el daño crece de la siguiente forma:
1. Con la ley de daño en tensión se calcula el número de ciclosN0, necesarios para alcanzar
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Figura 6.5: Relación entre la deformación última y la concentración de calcio en huesos de
diversas especies. Adaptado de Currey y cols. [44].
el nivel de daño actual, d(t), con una deformación constante ". Si se despeja el número
de ciclos de la ec. (6.31b):
N0 =
eCt2   eCt2(1 d(t))t
Ct1"
t
(6.35)
2. A N0 se le suma el número de ciclos aplicados el día actual, N .
3. Se calcula el nuevo daño acumulado por fatiga con ese número total de ciclos:
d = 1  t
s
ln (eCt2   Ct1"t (N0 +N))
Ct2
(6.36)
4. Se calcula h a partir de d y la ec. (6.10).
5. Finalmente, se calcula el incremento de volumen de tejido dañado a partir de la dife-
rencia de daño:
Vd;fatiga(t+t) = (h
   h(t))Vt(t) (6.37)
Conocido el volumen total de tejido dañado en el instante t, Vd(t), el volumen total de
tejido dañado que se reabsorbe, Vd;reabsorcion(t +t), y el volumen total de tejido que se
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daña por fatiga, Vd;fatiga(t+t), el nivel de daño actualizado, h(t+t), se calcula a partir
de la ec. (6.10) como:
h(t+t) =
Vd(t+t)
Vt(t+t)
=
h(t)Vt(t)  h(t) vR(t+t)Vt(t) + (h   h(t))Vt(t)
Vt(t+t)
(6.38)
Balance de mineral
Para el balance de mineral se ha seguido el desarrollo hecho por Martínez-Reina y cols.
[151]. En lugar de dar la evolución de la fracción de ceniza, , como hace García-Aznar y
cols. [76], se da la evolución de la fracción volumétrica de mineral, vh, que se relaciona con
 a través de la ec. (2.8).
Como se ha dicho anteriormente, el tejido recién formado por los osteoblastos, el osteoide,
sólo tiene materia orgánica. El mineral de calcio aparece como consecuencia del proceso de
mineralización del tejido, durante el cual el agua presente en el osteoide es reemplazada
por el mineral. Este proceso se puede dividir en tres etapas bien diferenciadas: una etapa
previa a la mineralización propiamente dicha, conocida como retraso en la mineralización o
mineralization lag time (mlt) [55, 171]; una primera etapa en la que el mineral se deposita
muy rápidamente y a velocidad aproximadamente constante alcanzando un valor final en
torno al 70% del contenido mineral máximo [95], y una segunda etapa mucho más lenta en
la cual la velocidad de mineralización es cada vez menor por la saturación del tejido y que
se suele modelar siguiendo una ley exponencial [95,181]. Esta última se supone que finaliza
cuando la fracción de ceniza ha alcanzado un valor del 95% de su valor máximo. De hecho,
algunos autores [95,178] dan este límite para definir la duración de la fase secundaria: entre
unos 6 meses según Parfitt [182] y varios años según Frost [70]. La ec. (6.39) proporciona
vm(t), la fracción volumétrica de mineral que tendría en el instante t la unidad de volumen
de tejido formado en el instante t = 0 si no hubiera sido remodelado. Para ello se utiliza la
barra sobre el nombre de la variable, para indicar que la fracción volumétrica sólo ha variado
como consecuencia del proceso de mineralización, porque nada de ella se ha reabsorbido.
vh(t) =
8>>>>><>>>>>:
0 t  Tmlt
vh;prim
t  Tmlt
Tprim
Tmlt < t  Tmlt + Tprim
vh;max   (vh;max   vh;prim)e (t Tprim Tmlt) Tmlt + Tprim < t
(6.39)
donde Tmlt = 12 días es el tiempo que dura la etapa previa [19, 55, 171, 179], Tprim = 10
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días es el tiempo supuesto para la fase primaria [151], vm;prim = 0:1211 es el contenido
de mineral al finalizar la fase primaria [95], vm;max = 0:442 es el contenido máximo de
mineral correspondiente a 300mgCa=g [44] y  es una constante que controla la velocidad
de la mineralización secundaria. Esta constante se puede calcular para conseguir una cierta
duración de la fase secundaria. Así, su valor estará entre  = 0:0009 dias 1 (se corresponde
con una duración de la fase secundaria de algo más de 4 años Hernandez [94]) y  =
0:008dias 1 (para una duración de 6 meses, tal y como dice Parfitt [182]). En la fig. 6.6
se puede observar la evolución temporal de la fracción de ceniza para distintos valores del
parámetro .
 
αprim
αmax
t(an˜os)
5 10
0,95αmax
κ = 0,008
κ = 0,0009
Figura 6.6: Evolución temporal de la fracción de ceniza  en el tejido óseo en función del
parámetro .
El contenido de mineral promedio presente en un trozo de hueso, vh (ahora sin la barra),
se ve afectado tanto por el volumen de mineral depositado por mineralización, V miner(t+t),
como por el volumen de tejido que se reabsorbe, VR, tal y como se expresa en la ecuación
siguiente:
1El valor supuesto para vm;prim se corresponde con el 70% del valor de saturación de mineral del tejido,
es decir, prim = 0:7 x 0:72 = 0:504.
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vh(t+t) =
vh(t)Vb(t)  vh(t)VR(t+t) + V miner(t+t)
Vb(t+t)
(6.40)
Recuérdese que las magnitudes en mayúscula son variables extensivas y las magnitudes
en minúscula son magnitudes intensivas (por unidad de volumen total). El primer término
de (6.40) expresa la cantidad de mineral que ya había presente en el volumen de control.
El segundo, la cantidad de mineral que ha desaparecido por reabsorción. En él se supone
que el volumen reabsorbido tiene un contenido de mineral igual al promedio del volumen
de control, vh(t). Por último, el tercer término proporciona la cantidad de mineral que ha
aparecido por mineralización. El valor de V miner viene determinado por la cantidad de tejido
y por el tiempo transcurrido desde que se formó. Por ello, para evaluar V miner es necesario
conocer la edad de cada una de las porciones de tejido que forman el volumen de control, ya
que cada porción va mineralizándose a velocidad distinta, como indica la ec. (6.39). Dichas
porciones de tejido formado son contabilizadas por Martínez-Reina y cols. [151] en la variable
V F (t; ), la cual contiene el volumen de tejido formado hace  días y todavía presente en el
instante t por no haber sido remodelado (nótese el uso de la barra). Ese volumen V F (t; )
se mineralizará en función de su edad, es decir de  , una cantidad dvm() en el espacio de
tiempo d , por lo que se puede calcular el valor de V miner como:
V miner(t+t) =
Z 1
0
V F (t; )
dvh()
d
d '
Z Tres
0
V F (t; )
dvh()
d
d (6.41)
donde los límites de la primera integral contemplan tejidos de cualquier edad. Para simplificar
el cálculo se supone que todo el tejido se remodela más tarde o más temprano y, por tanto,
no se puede encontrar un tejido por encima de una cierta edad. Así, se limita la integración
a Tres, el tiempo de residencia máximo considerado. Dicho valor deberá ser suficientemente
grande para una mejor aproximación, pero teniendo en cuenta el coste computacional elevado
que tiene utilizar un Tres demasiado grande. La ec. (6.41) puede ser aproximada por un
sumatorio:
V miner(t+t) =
Tres+1X
i=0
V F (t; i)

vh
 
i
  vh i  1 (6.42)
Los distintos valores de V F (t; i) dentro del sumatorio se obtienen mediante el procedi-
miento representado en la fig. 6.7 [151]. En este procedimiento se consideran los volúmenes
de tejido formados cada día en una pila FIFO (First In First Out). Así, por ejemplo, el día
t se tiene una serie de valores V F (t; i = 0:::Tres), volúmenes de tejido formados con anterio-
ridad a ese día. Al transcurrir un día esos volúmenes se habrán mineralizado y se tendrá los
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nuevos valores V F (t+1; i = 0:::Tres), que serán los del día anterior pero aumentando su edad
(de t a t + 1). Además, habrá que eliminar el tejido que se ha reabsorbido de cada una de
esas porciones. Aquí se supondrá que la reabsorción elimina los tejidos antiguos sin ningún
tipo de preferencia y, por tanto, eliminará tanto más de un trozo de tejido antiguo cuanto
mayor sea ese trozo en relación al volumen total, es decir, proporcionalmente al cociente
entre V F (t; i) y Vb(t). Por otro lado, en el primer elemento de la pila, V F (t+1; 0), se tendrá
el tejido formado ese mismo día:
V F (t+ 1; 0) = VF (t+t) (6.43)
De esta manera los elementos de la pila se actualizan al final del día:
V F (t+ 1; i+ 1) = V F (t; i)  VR(t+t)V F (t; i)
Vb(t)
8 i  0 (6.44)
VF (t+∆t)
−VR(t+∆t)
V F (t,0)
Vb(t)
−VR(t+∆t)
V F (t,i)
Vb(t)
d´ıa t d´ıa t+ 1
V F (t, 0)
V F (t, 1)
...
V F (t, i)
...
V F (t, Tres − 1)
V F (t, Tres)
V F (t+ 1, 0)
V F (t+ 1, 1)
V F (t+ 1, 2)
...
V F (t+ 1, i+ 1)
...
V F (t+ 1, Tres)
Figura 6.7: Algoritmo empleado para el cálculo de V F (t+ 1; i+ 1). Adaptado de Martínez-
Reina y cols. [151].
El primer elemento que entró en la pila y que ahora tiene una edad Tres, V F (t; Tres),
sale de ella y no se tiene en cuenta más en el análisis para reducir el tamaño de la pila y
con ello el coste computacional. Su valor será pequeño después de tantos días de reabsorción
(tanto más pequeño cuanto mayor sea Tres) pero no será nulo. Por ello, se añade un término
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adicional, V F (t + 1; Tres + 1)1, con el que se corrige parcialmente esta simplificación. En
dicho término se incluye todo el tejido que falta hasta completar el tejido total existente el
día t, Vb(t):
V F (t+ 1; TR + 1) = Vb(t) 
TRX
i=1
V F (t+ 1; i) (6.45)
Con ello se asegura que no se pierde tejido al simplificar la pila. De todas formas, es
necesario comprobar que V F (t+ 1; TR + 1) ' 0 y si no es así, aumentar Tres.
Una vez calculado vh(t) a través de la ec. (6.40) se calcula la variable de estado (t) con
la relación (2.8). Con ello finaliza el proceso de actualización de las variables de estado: vb, d
y . Con estas y la correlación de Hernandez (6.11) se actualiza la rigidez del tejido y queda
completamente definido el modelo de ROI mecanobiológico.
6.4. Remodelación ósea externa en el modelo mecanobio-
lógico
En el capítulo 5 se presentó un modelo de remodelación ósea externa fenomenológico, que
junto con el modelo isótropo de Stanford constituía un modelo fenomenológico combinado
de ROIE. El objetivo de esta sección es proceder de manera análoga. De esta forma, al
modelo de ROI descrito en la sección anterior se le añade un modelo de ROE que se describe
a continuación.
6.4.1. Curvas de respuesta ante estímulo superficial
El modelo de ROE del capítulo 5 se basaba en estimar la cantidad de tejido que se
formaba o reabsorbía en la superficie libre del hueso (endosteo o periosteo) a través de una
relación directa entre estímulo mecánico y respuesta remodelatoria total (	 frente a _r),
y a partir de ahí asignar una parte de dicha respuesta a la ROE mediante el parámetro
. El estímulo mecánico en un punto del hueso se estimaba a partir de la densidad de
energía de deformación producida por el estado tensional en ese punto. Esta formulación,
en la que son las tensiones internas las que controlan el proceso de ROE, contrasta con la
hipótesis de Lanyon [129] de que la morfología ósea se adapta a las estructuras fisiológicas de
alrededor, especialmente otros huesos y músculos. Es decir, que las fuerzas que se transmiten
1Nótese que el sumatorio de la ec. (6.42) llega hasta el término Tres+1 y por tanto este volumen también
se mineraliza.
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al hueso desde su superficie exterior tienen una influencia fundamental en el moldeo de su
geometría. Esta hipótesis, también defendida por George Cuvier a través del concepto de
“correlación de partes” [208], está ampliamente documentada en estudios hechos sobre la
forma triangular de la tibia de muchos animales vertebrados (de diferentes especies, tamaños
y épocas) [26,58,129,145,159,213] y los trabajos de Ráli˘s y cols. [192], el propio Lanyon [129] y
Carpenter y Carter [26]. En ellos se demuestra la necesidad de una contracción normal de los
músculos de alrededor de la tibia, que produzca una cierta compresión sobre la misma, para
que esta tenga esa forma triangular característica. De esta manera se descarta la posibilidad
de explicar dicha forma triangular basándose únicamente en factores genéticos. En esta idea
radica la diferencia fundamental entre los dos modelos de ROE planteados. Mientras que
el modelo del capítulo 5 estimaba que el estado tensional interno era el que marcaba la
morfología del hueso, en el propuesto aquí se tiene en cuenta, además, el estado tensional
sobre la superficie ósea, producido por la actividad muscular y la tracción que ejercen los
tendones y ligamentos.
Carpenter y Carter [26] proponen una curva de respuesta para la ROE que relaciona
la velocidad de formación - reabsorción superficial, _rs (m=día), en función del estímulo
mecánico diario, 	(MPa) (fig. 6.8). Los valores de _rs en los puntos características de dicha
ley multilineal son obtenidos de diversos estudios de otros autores [39,112,140,216], mientras
que los valores de 	 correspondientes son supuestos por Carpenter y Carter, a excepción
del valor del estímulo de equilibrio y la zona muerta, 	 = 50  10MPa, que es un valor
muy comúnmente usado en la literatura (Beaupré y cols. [6], Doblaré y García-Aznar [51],
García-Aznar y cols. [76], Martínez-Reina y cols. [151]).
La curva de la fig. 6.8 corresponde al caso en el que no haya ninguna carga superficial
aplicada sobre el hueso. En diferentes trabajos se pone de manifiesto la dependencia de
la respuesta remodelatoria externa con la amplitud de la carga superficial aplicada y la
frecuencia de la misma [108, 118, 209]. Bajo esta premisa, Carpenter y Carter modifican la
fig. 6.8 en función de un estímulo superficial 	s, que definen como:
	s =
NX
i=1
iti
tt
(6.46)
donde i es la carga superficial asociada a la actividad i, N es el número de actividades
distintas que se realizan en un día, ti es el tiempo durante el cual se aplica la carga i
diariamente y tt =
PN
i=1 ti, es decir, 1 día (1 día=86400 s). A la curva de la fig. 6.8 Carpenter
y Carter le asignan un estímulo superficial 	s = 0 kPa, mientras que, a partir de un estudio
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Figura 6.8: Relación entre el estímulo mecánico diario 	 y la velocidad de formación -
reabsorción _r. Adaptado de Carpenter y Carter [26].
de Iwasaki y cols. [108] sobre la migración dental, fijan un valor máximo de remodelación
de _rs =  85m=día para un estímulo superficial de 	s =  64 kPa, independientemente
del valor del estímulo mecánico diario 	 (fig. 6.9). Cualquier otro estímulo superficial de
compresión por encima de ese valor produce la misma respuesta remodelatoria. Para los
estímulos de compresión comprendidos en el intervalo 	s 2 [ 64; 0] kPa, se interpola la
respuesta linealmente con 	s, entre las curvas correspondientes a 	s = 0 kPa y 	s =
 64 kPa. Dicha relación sirve de referencia en el modelo propuesto en esta tesis para calcular
_rs en las superficies externas del endosteo y periosteo.
Conviene incidir en que los valores de 	 de los puntos característicos de la curva de la
fig. 6.8 son supuestos por Carpenter y Carter. El único valor de 	 que está tomado de la
literatura es el de equilibrio, 	 = 50MPa. Sin embargo, dicho valor fue revisado en un
trabajo anterior a esta tesis [177], en el que se analizaba la remodelación ósea en un fémur
humano, para ser finalmente sustituido por 	 = 100MPa. Este valor era el que mejor
reproducía la distribución de densidad en dicho sujeto. Dado que el modelo de elementos
finitos que se usa en esta tesis es el mismo que en ese trabajo, se ha adoptado el valor
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Figura 6.9: Relación entre el estímulo mecánico diario 	, el estímulo superficial 	s y la
velocidad de formación o reabsorción _r. Adaptado de Carpenter y Carter [26].
	 = 100MPa.
Por otro lado, los valores de 	 en los puntos D y E de la fig. 6.8 (	 = 120MPa y
	 = 130MPa) son muy bajos para el hueso humano (Carpenter y Carter los usaban con
buenos resultados en ratas). Dichos valores fueron tomados por estos autores suponiendo
que debían ser menores que el límite de fluencia del hueso, que en el tejido cortical es de
153MPa en compresión [117]. Sin embargo, 	 no representa un estado tensional del tejido,
sino un estímulo mecánico, que mayora el estado tensional con el número de ciclos (ver ec.
(5.8)). Para m = 4 y 10000 ciclos de carga, las tensiones se multiplican por 10 para calcular
el estímulo, por lo que 	 = 120MPa y 	 = 130MPa son relativamente bajos para estados
límite como los que los puntos D y E representan. También parece conveniente modificar
esos valores si el estímulo de equilibrio se sustituye por 	 = 100MPa y el ancho de la
zona muerta se mantiene en un 20% de 	 (es decir entre 80  120MPa). En esta tesis se
han supuesto valores de 200MPa y 400MPa, respectivamente para los puntos D y E. Con
todo ello, la curva de respuesta de remodelación, _r, frente al estimulo mecánico interno, 	, y
superficial, 	s, que se ha utilizado aquí es la que aparece en la fig. 6.10, siendo su ecuación
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(	s en kPa y 	 en MPa):
_r =
8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
133
128000	s	+
199
160	s + 0:0665	  5:4 	 2 [0; 80]
1
16000	s	+
423
320	s + 0:004	  0:4 	 2 [80; 120]
299
64000	s	+
123
160	s + 0:299	  35:8 	 2 [120; 200]
59
3200	s	  12764 	s + 1:18	  212 	 2 [200; 400]
345
64 	s + 260 	 > 400
(6.47)
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Figura 6.10: Ley de remodelación ósea externa propuesta en función del estímulo mecánico
interno, 	, y superficial, 	s.
Carpenter y Carter también contemplan la posibilidad de estímulos superficiales de ten-
sión sobre el periosteo debido a la acción de los músculos en los puntos de inserción del
hueso. Para ello realizan un proceso de interpolación lineal similar al realizado en el caso
de compresión, pero para valores de 	s > 0. Sin embargo, en el modelo propuesto en esta
tesis no se contemplan casos de cargas de tensión en la superficie del periosteo debido a la
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inserción de músculos, ya que el modelo de elementos finitos de la diáfisis del fémur está su-
ficientemente alejada de dichos puntos. En el endosteo, por su parte, no se producen cargas
de tensión en ningún caso.
6.4.2. Balances de materia en ROE
El proceso de ROE supone un cambio en la morfología del hueso y, por lo tanto, afecta a la
forma en la que se deben realizar los balances de materia. En efecto, los balances formulados
en la sección 6.3.3 se basaban en el hecho de que el volumen total del hueso, y por lo tanto
de cada uno de los elementos finitos que conforman la malla, no variaban, por lo que dichos
balances se simplificaban bastante. En este caso no es así, el volumen de los elementos puede
variar porque se puede mover la superficie libre del hueso y los balances deben modificarse
convenientemente.
Balance de masa ósea
En el modelo propuesto en esta tesis los elementos de la superficie libre del hueso (endos-
teo y periosteo) tienen un espesor muy pequeño en comparación con el resto de elementos
interiores. De hecho son prácticamente elementos de tipo lámina. De esta manera se puede
considerar que en estos elementos solo ocurre ROE, es decir, que los elementos sufren un
desplazamiento de sus nodos, pero no ROI, ya que las BMUs no pueden llegar hasta la
misma superficie del hueso.
En los elementos exteriores del hueso se forma o reabsorbe tejido según el signo de _r, que
a su vez es función de 	 y 	s. En el caso de que se forme tejido, este tendrá las propiedades
del osteoide, es decir, sin mineral, sin daño y con una porosidad igual a la porosidad mínima,
es decir, la porosidad lacunocanalicular: vb;F = 1   plc, donde vb;F representa la fracción
volumétrica del tejido formado por ROE. Por otro lado, en el caso de que se reabsorba tejido,
este tendrá las propiedades del tejido existente en el lugar de remodelación, es decir, vb, por
lo que el nuevo balance de masa ósea será:
vb(t+t) =
vb(t)Vt(t) + vb;F VF (t+t)  vb (t) VR (t+t)
Vt(t) + VF (t+t) VR (t+t) (6.48)
El primer término del numerador corresponde al volumen total de tejido que ya había
en el instante t en el elemento de volumen Vt, es decir, dicho término es igual a Vb(t). VF
y VR son, respectivamente, los volúmenes que aparecen o desaparecen en el hueso (y en
consecuencia en la malla de elementos finitos) por el movimiento de su superficie libre que
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produce la ROE. No pueden ser distintos de cero simultáneamente, ya que en la ROE de un
punto se produce solo reabsorción o solo formación, pero no ambas a la vez, como ocurre en
ROI. En el denominador se actualiza el volumen total del elemento. El cálculo deVF yVR
se realiza a partir de _rs con el procedimiento descrito a continuación. Este procedimiento es
válido solo para elementos finitos hexaédricos de 8 nodos e integración completa (8 puntos
de integración), como por ejemplo el elemento C3D8 del programa comercial de elementos
finitos Abaqus FEA R.
1. Sea un elemento exterior de la malla como el de la fig. 6.11a. Sus puntos de integración
se agrupan por parejas formando una “columna”, de manera que en cada pareja haya
un punto de integración exterior (de los que están próximos a la cara exterior del
elemento) y un punto de integración interior. El volumen del elemento adscrito al
punto interior se denomina V1, siendo V2 el volumen adscrito al punto exterior (ver fig.
6.11a). Cada “columna” dentro del elemento se trata de la misma forma y de manera
independiente.
2. Mediante la ley de remodelación anteriormente expuesta se calcula el valor de _rs aso-
ciado al punto de integración exterior de cada columna. Este valor es el que se utiliza
para calcular el volumen que aparece o desaparece de la superficie libre del hueso y
que se denomina V3 indistintamente para formación y reabsorción.
V3 = A _rs (6.49)
donde A es la porción del área exterior del elemento asociada al punto de integración
exterior de la columna.
3. El incremento o decremento de volumen total del elemento, V3, tendrá que repartirse
entre los volúmenes adscritos a los puntos de integración interior y exterior, de tal
manera que se mantenga la relación entre estos volúmenes antes y después de la ROE.
Así, V3 se añade (o quita en reabsorción) al volumen exterior y se calcula un nuevo
volumen V4, que se añade (quita) al volumen interior y, por tanto, se quita (añade) al
volumen exterior. Para que se mantenga la relación original de volúmenes:
En formación, si _rs > 0 (ver fig. 6.11c):
V1
V2
=
V1 + V4
V2 + V3   V4 ) V4 = V3
V1
V1 + V2
(6.50)
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En reabsorción, si _rs < 0 (ver fig. 6.11d):
V1
V2
=
V1   V4
V2   V3 + V4 ) V4 = V3
V1
V1 + V2
(6.51)
4. Después de este reparto, el volumen de elemento formado/reabsorbido en cada punto
de integración que hay que utilizar en le ec. (6.48) será, por tanto:
Formación Reabsorción
P. Interior
VF = V4
VR = 0
VF = 0
VR = V4
P. Exterior
VF = V3   V4
VR = 0
VF = 0
VR = V3   V4
Balance de daño
En la capa de elementos exteriores, al tener esta una sección muy pequeña, se va a suponer
que no va a haber acumulación de daño por fatiga. Cualquier microgrieta que surgiera en
el tejido como consecuencia de sobrecargas se originará con toda probabilidad en el interior
de la malla y no en la capa exterior, lo cual validaría dicha simplificación. Sin embargo, el
daño sí que puede disminuir como consecuencia del proceso de remodelación. En efecto, si
se produce reabsorción, se reabsorbe tanto tejido dañado como no dañado, por lo que el
parámetro de daño no se modificaría. En cambio, si se produce formación, se tendría un
volumen de tejido dañado que no ha variado, pero un volumen de tejido sin dañar que ha
aumentado, por lo que el volumen de grietas se diluye en el tejido intacto recién formado y
el parámetro de daño disminuiría.
Balance de mineral
El contenido de mineral de la capa de elementos exteriores también debe ser tratado con
cautela, y habrá que distinguir de nuevo si se está en formación o en reabsorción a la hora
de actualizar la variable V F (t; i) (ver ecs. (6.43) y (6.44)) y la pila de mineralización:
Si el punto de integración en cuestión experimenta formación, se puede suponer que
el único tejido existente en dicho punto de integración es el que se acaba de depositar.
Así la pila se actualiza de la siguiente forma:
V F (t+ 1; 0) = VF (t+t) (6.52a)
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P. I. EXTERIORES
P. I. INTERIORES
V1
V2
a) b)
C
O
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U
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N
A
r˙ ~n
A
V3
V2
V3 = A r˙ ~n
c)
d)
V1 V2 V3V4
V1 V2 V3V4
Figura 6.11: a) Elemento hexaédrico de 8 nodos y 8 puntos de integración, como los que
conforman la capa exterior de la malla de elementos finitos. Cada “columna” de este elemento
está compuesta por un punto de integración exterior y uno interior. b) Cálculo del volumen
formado en el punto de integración exterior de una columna, V3. El caso de reabsorción
sería análogo. c) Esquema del reparto del volumen V3 formado o d) reabsorbido entre los
dos puntos de integración de cada “columna”. Los volúmenes rojo y azul son los volúmenes
adscritos inicialmente a los puntos de integración de la columna. Estos volúmenes serían
iguales solo en el caso de un elemento paralelepipédico.
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V F (t+ 1; i+ 1) = 0 8 i  0 (6.52b)
Esto quiere decir que en formación los elementos exteriores modelan la capa de tejido
formado ese día, lo cuál solo tiene sentido si esos elementos tienen un espesor muy
pequeño.
Por el contrario, si el punto de integración sufre reabsorción, el tejido eliminado des-
cubre una capa de tejido formado anteriormente, que ya se está teniendo en cuenta
en la pila de mineralización. Además, si se reabsorbe no se forma tejido ese día, por
ser ambos procesos excluyentes en ROE. Por tanto, en la nueva posición del punto de
integración:
V F (t+ 1; 0) = 0 (6.53a)
V F (t+ 1; i+ 1) = V F (t; i)  VR(t+t)V F (t; i)
Vb(t)
8 i  0 (6.53b)
6.4.3. Remallado y mapeado de las variables
Una vez que las capas de nodos exteriores se han desplazado, es necesario realizar un
remallado de toda la malla de EF para evitar que los elementos se deformen. Para ello se
sigue un proceso en el cual se mantiene la relación de aspecto entre los elementos interiores y
los que conforman las capas exteriores del endosteo y periosteo, que como ya se ha comentado
necesitan tener un espesor muy pequeño.
Sin embargo, al cambiar la malla de EF, los valores de las variables elementales deben ser
modificados convenientemente. En efecto, la solución elemental obtenida en la integración
numérica se circumscribe a la posición de los puntos de Gauss en la malla antigua. Para
obtener dicha solución en los nuevos puntos de integración se deben proyectar las variables
internas de interés desde los puntos de integración antiguos a los nuevos, siguiendo un proceso
similar al efectuado en la sección 5.5.2 para la proyección de _r desde los puntos de Gauss a
los nodos exteriores.
6.5. Aplicación del modelo de ROIE a la diáfisis de un
fémur humano
Una serie de simulaciones numéricas han sido realizadas con el objetivo de validar el
modelo combinado de ROIE propuesto en este capítulo. En el capítulo 5 se puso de mani-
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fiesto la incapacidad de los modelos fenomenológicos allí propuestos para simular el proceso
de remodelación ósea interna y externa correctamente. Los modelos isótropo y anisótropo
que se vieron eran incapaces de llegar a un equilibrio de remodelación si no se incluía la
acomodación celular al modelo. Y aún en el caso de incluirla, se observó que, aunque el pro-
ceso de remodelación interna era simulado convenientemente, la remodelación ósea externa
presentaba una mala estimación del proceso. En efecto, el modelo simulaba la formación de
tejido en las superficies del periosteo y endosteo, aún cuando la geometría inicial de la malla
de elementos finitos era la real de un fémur humano. Por tanto se pretende validar el modelo
aquí propuesto mediante la simulación del proceso de remodelación ósea interna y externa,
debiéndose conseguir que:
1. Se alcance un equilibrio tanto en la remodelación ósea interna como en la externa.
2. La distribución de las variables internas en la malla de EF se ajuste a la realidad.
3. La geometría final que se alcance tras el proceso de remodelación ósea externa sea la
de un fémur real, tanto en el endosteo como en el periosteo.
Una vez validado el modelo aquí propuesto se estará en condiciones de aplicarlo a casos más
complejos, como el de la remodelación de un callo óseo de fractura, capítulo 7, a partir de
una solución en equilibrio y con la geometría real del hueso.
El modelo de ROIE se implementó en una subrutina de usuario de Abaqus FEA R
(UMAT) y se aplicó sobre una malla de elementos finitos de la diáfisis de un fémur humano.
Esta malla fue adaptada de un trabajo anterior [177]. En ese trabajo se discretizó el fémur
derecho de un individuo varón de 26 años, sin patologías ni deformaciones, partiendo de las
imágenes de un TAC. Dicha malla constaba de 339168 elementos tetraédricos de tipo C3D4
y 64757 nodos. De esta malla se seleccionó una porción de la diáfisis, se remalló y se preparó
para las simulaciones siguiendo el siguiendo procedimiento.
1. Del fémur completo se seleccionó una porción de la parte central de la diáfisis, de
aproximadamente 130mm de longitud. A partir de la posición de los nodos exteriores
de la malla original se reconstruyó la superficie exterior, el periosteo de esa parte de
la diáfisis.
2. La malla original era compacta, es decir, no modelaba el canal medular como un hueco.
Este se creó definiendo, de forma más o menos arbitraria, la superficie del endosteo,
de sección circular y aproximadamente concéntrica con el periosteo. El diámetro del
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endosteo se eligió intencionalmente más pequeño que en la realidad para tratar de
simular su aparición con el modelo de ROE propuesto.
3. El volumen cuasi-cilíndrico encerrado por el endosteo, el periosteo y las secciones
transversales donde se cortó la diáfisis se discretizó con una malla regular de hexaedros.
En la fig. 6.12 se puede observar cómo, a partir de la malla de tetraedros del fémur
completo, se seleccionó la parte de la diáfisis, se discretizó y se remalló para obtener la
malla de EF hexaédricos utilizada en este capítulo, incluida la superficie del endosteo
que conforma el canal medular. Así mismo, en dicha figura se puede observar el pequeño
espesor de las capas externas del hueso, tanto en el endosteo como en el periosteo,
donde se implementa únicamente el modelo de ROE. El modelo resultante tiene 7600
elementos de tipo C3D8 y 8580 nodos.
Figura 6.12: Malla de EF hexaédricos de la diáfisis de un fémur humano utilizada en este
capítulo.
4. Las tensiones que se obtuvieron en el modelo original en las secciones transversales de
corte de la diáfisis se aplican al nuevo modelo mediante un sistema de cargas nodales
equivalente. Esas tensiones son las que provocan las fuerzas musculares y de reacción en
las articulaciones y fueron estimadas en un trabajo anterior [177] para el individuo en
cuestión. Sobre el trozo de diáfisis modelado no se inserta ningún músculo y, por tanto,
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esas son todas las cargas aplicadas al modelo de diáfisis de este capítulo. Las cargas
que los músculos producen en la superficie del hueso son computadas directamente
para el cálculo del estímulo mecánico superficial, 	s, que es una variable interna, y no
como un estado de carga a contemplar en el modelo de EF.
5. Se ha partido del modelo desarrollado en un trabajo anterior [177] donde se estimó
la densidad del hueso de este fémur, que se ha proyectado (siguiendo un procedimien-
to análogo al descrito en la sección 5.5.2 para la proyección de _r) a los puntos de
integración de la nueva malla.
6. Además de esta densidad inicial se inicializaron el resto de variables de estado que
no eran contempladas en el modelo original (contenido de mineral y daño). Para el
contenido de mineral se supuso una fracción de ceniza inicial 0 uniforme en toda la
diáfisis, así como un daño inicial d0 también uniforme.
7. Aplicando el sistema de cargas nodales en los extremos de la diáfisis se simularon 1000
días de ROI (simulación 1000ROI) sin considerar la ROE. Con ello se pretendía con-
seguir un estado de equilibrio de remodelación del que partieran las simulaciones de
ROIE, pero con una cierta distribución de  y daño más próxima a la realidad que la
uniforme supuesta inicialmente. También se esperaba que la distribución de densidad
no cambiara mucho en esta simulación, puesto que se partía de una distribución inicial
parecida a la real. Así ocurrió en términos generales. Sin embargo hay que tener en
cuenta que el modelo de ROI usado en este capítulo es diferente al usado en el trabajo
del cual se toma dicha distribución de densidad [177], que es el modelo de ROI anisó-
tropo basado en la Mecánica del Daño (ver sección 5.4). Este hecho, y en particular que
el modelo de comportamiento mecánico del hueso es diferente (isótropo frente a anisó-
tropo y con diferente correlación entre la densidad y el módulo de Young), hace que
la distribución de densidad ósea necesaria para tener la misma rigidez sea ligeramente
distinta.
8. Una vez alcanzado el equilibrio de ROI se simularon otros 9000 días de ROIE (simula-
ción denominada 9000ROIEE) con el fin de simular la formación de un canal medular
de dimensiones más parecidas a la real por ROE. Solo se permitió el movimiento por
ROE en la superficie del endosteo, siendo en este caso el estímulo superficial 	s = 0 kPa
al no haber ningún músculo actuando sobre su superficie. La presión ejercida por la
médula ósea en el endosteo se ha supuesto despreciable. Los 9000 días simulados fueron
suficientes para alcanzar un equilibrio de ROE en la superficie del endosteo.
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9. En el caso del periosteo, su geometría inicial corresponde a la de un fémur real, por
lo que no debería cambiar por ROE. Por ello no se permitió el desplazamiento de esa
superficie durante la simulación anterior. Igualmente, se puede calcular el valor del
estímulo superficial necesario para obtener _r = 0 en toda la superficie del periosteo,
	sn. Este estímulo superficial de equilibrio es función del estímulo mecánico local, 	,
y, por tanto, puede variar a lo largo del periosteo. Se puede calcular fácilmente de
la ec. (6.47), conociendo el valor de 	 en la superficie del periosteo e imponiendo la
condición _r = 0.
10. A continuación se simularon otros 1000 días de ROIE permitiendo ahora la ROE
tanto en el endosteo como en el periosteo (simulación denominada 1000ROIEEP).
La carga superficial en el endosteo, 	s;endosteo, siguió siendo nula en esta simulación,
mientras que en el periosteo se impuso el estímulo superficial calculado en la simulación
9000ROIEE, 	s;periosteo = 	sn. Esta simulación 1000ROIEEP sirvió para comprobar
que efectivamente la carga superficial aplicada no mueve la superficie del periosteo
cuando se permite en el modelo la ROE libre del endosteo y el periosteo. Se tiene
así una situación de equilibrio de remodelación tanto interna como externa en todo el
trozo de la diáfisis.
6.5.1. Resultados
A continuación se presentan los resultados de las simulaciones anteriormente descritas. En
concreto, se analiza la evolución temporal de las variables de estado del modelo: la fracción
volumétrica de tejido vb, la fracción de ceniza  y el daño acumulado d para las simulaciones
de remodelación ósea interna (1000ROI), de remodelación ósea interna y externa sólo en el
endosteo (9000ROIEE) y de remodelación ósea interna y externa tanto en el endosteo como
en el periosteo (1000ROIEEP).
Por su parte, en la tabla 6.1 se muestran los valores tomados para los distintos parámetros
del modelo mecanobiológico.
6.5.2. Simulación 1000ROI
En las figuras 6.13, 6.14 y 6.15 se muestra la evolución temporal de las variables de estado
del modelo: fracción volumétrica de tejido, vb; fracción de ceniza, ; y daño, d, respectiva-
mente. Lo que se muestra en esas figuras son ciertas secciones transversales, escogidas en la
diáfisis para analizar la distribución de las variables de estado a lo largo del hueso.
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Parámetro Valor
m Exponente de la ecuación del estímulo 4 a
n Número de ciclos diarios de cada actividad 3000 b
d0 Daño inicial 0:001
fbio Parámetro biológico 0:005 c
a Exponente de la ecuación de la señal inhibitoria s 10 d
fbb;max Focal bone balance máximo 1:1 e
fbb;min Focal bone balance mínimo 0:9 e
fbb
 Focal bone balance normal 1:0 d
0 (
ciclos
1
4mm
mm ) Estímulo de equilibrio inicial de la curva de fbb 0:0025
d
' (días 1) Parámetro de velocidad de acomodación celular 0:002 e
TF (días) Período de formación de la BMU 64 f
TI (días) Período de inversión de la BMU 8 f
TR (días) Período de reabsorción de la BMU 24 f
 (días) Vida media de la BMU 100 g
BMU (
mm
días ) Velocidad media de avance de la BMU 0:04
h
	 (MPadías ) Estímulo mecánico de equilibrio 100
b
	D (
MPa
días ) Estímulo mecánico del punto D (fig. 6.8) 200
	E (
MPa
días ) Estímulo mecánico del punto E (fig. 6.8) 400
0 Fracción de ceniza inicial supuesta al principio de 1000ROI 0:63
prim Fracción de ceniza al final de la fase de mineralización primaria 0:45 i
max Fracción de ceniza al final de la mineralización 0:7 i
 (días 1) Parámetro de velocidad de mineralización 0:0009 i
TRes (días) Tiempo de residencia del modelo de mineralización 4000 j
Tmlt (días) Tiempo de retraso en el comienzo de la mineralización 12 k
Tprim (días) Duración de la fase de mineralización primaria 10 j
Tabla 6.1: Valores asignados a los distintos parámetros del modelo mecanobiológico. a Wha-
len y Carter [237], b Ojeda [177], c Hernandez y cols. [95], d García-Aznar y cols. [76], e
Martínez-Reina [149], f Hazelwood y cols. [90], g Parfitt y cols. [180], h Jaworski y Lok [113],
i Hernandez y cols. [96], j Martínez-Reina y cols. [151], k Parfitt [179].
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Se puede observar que la fracción volumétrica de tejido, vb, apenas sufre cambios durante
esta simulación, como ya se adelantó, manteniéndose la zona del endosteo muy porosa (fig.
6.13). En cuanto a la fracción de ceniza  se aprecia que, partiendo de una distribución
uniforme, se llega a una situación de equilibrio con un  promedio en la diáfisis en torno a 0:65
(fig. 6.14).  es especialmente elevada en el periosteo donde predomina la formación sobre
la reabsorción por el elevado estímulo. La evolución del daño d es prácticamente constante
en toda la simulación (fig. 6.15). Solo aparece una zona de tejido un poco más dañado en las
primeras capas del periosteo cerca del extremo proximal de la diáfisis, posiblemente debido
a que en dicha zona existen niveles de tensión más altos que en el resto de la malla (cargas
de flexión). Aún así, se puede comprobar que el parámetro de daño se mantiene controlado
y relativamente bajo en todo momento, con un valor promedio de 0:0005, mientras que en
dicha zona se alcanzan picos de hasta 0:005 como máximo.
6.5.3. Simulación 9000ROIEE
Una vez concluida la etapa de ROI, y a la vista de que se ha llegado a un equilibrio
de remodelación, se procede a la simulación de la ROE solo en el endosteo. En las figuras
6.16, 6.17 y 6.18 se muestra la evolución temporal de las variables de estado del modelo
para esta simulación: fracción volumétrica de tejido, vb; fracción de ceniza, ; y daño, d,
respectivamente.
Como puede apreciarse en todas las figuras, esta simulación se caracteriza por una pau-
latina reabsorción de la parte central de la sección (endosteo) por ROE. Esta zona no es útil
desde el punto de vista resistente, pues no soporta apenas carga cuando el fémur se somete
a flexión (su principal modo de carga). Un estímulo mecánico pequeño como el que tiene esa
zona hace que aumente la porosidad por ROI (como se vio en la simulación 1000ROI, ver fig.
6.13). Pero si se implementa un modelo de ROE, esta reabsorción se simula de manera más
realista. Efectivamente, en lugar de obtenerse elementos de densidad nula o prácticamente
nula, la superficie del endosteo se retrae, disminuyendo así el área transversal de la sección.
El contenido mineral experimenta cambios principalmente en los primeros días, cuando
se producen los principales cambios en la sección por ROE del endosteo. Después se alcanza
una situación de equilibrio y la actividad remodelatoria baja su intensidad. Eso se traduce
en una relativa constancia en las distribuciones de  y d, que sigue siendo relativamente bajo
en toda la sección (fig. 6.18). La simulación se prolongó durante 9000 días para asegurar la
convergencia de los resultados y que se alcanzara un equilibrio de remodelación (interna y
externa), pero este se alcanzó mucho antes, en torno a los 5000 días.
184 6. Modelo de remodelación ósea propuesto
10 d´ıas
200 d´ıas
400 d´ıas
600 d´ıas
800 d´ıas
1000 d´ıas
Figura 6.13: Evolución de la fracción de tejido vb en la simulación 1000ROI.
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Figura 6.14: Evolución de la fracción de ceniza  en la simulación 1000ROI.
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Figura 6.15: Evolución del daño d en la simulación 1000ROI.
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10000 d´ıas
Figura 6.16: Evolución de la fracción de tejido vb en la simulación 9000ROIEE.
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Figura 6.17: Evolución de la fracción de ceniza  en la simulación 9000ROIEE.
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1000 d´ıas
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10000 d´ıas
Figura 6.18: Evolución del daño d en la simulación 9000ROIEE.
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A lo largo de esta simulación 9000ROIEE se ha estimado el estímulo superficial 	sn, que
sería necesario aplicar en cada punto del periosteo para que este no se moviera por ROE.
En la fig. 6.19 se muestra la evolución de esta variable en una serie de puntos repartidos por
toda la diáfisis. En ella se observan dos cosas: que 	sn depende de la posición en el periosteo
y que, tras una variación inicial notable, el valor de 	sn tiende a estabilizarse para todos
los puntos. La distribución de 	sn obtenida al final de los 9000 días simulados es la que se
usa en la siguiente simulación.
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
-30
-25
-20
-15
-10
-5
0
 
 d´ıas
Ψsn
(kPa)
Figura 6.19: Evolución del estímulo superficial necesario para que el periosteo no se desplace
por ROE, 	sn, en distintos puntos repartidos por la diáfisis. Dicha variable es calculada a
lo largo de la simulación 9000ROIEE.
Que 	sn varía a lo largo del periosteo queda aún más claro en la fig. 6.20. En ella se
representa la distribución de 	sn en la superficie exterior del hueso al final de la simulación
9000ROIEE. El rango de 	sn representado es relativamente estrecho, es decir, el estímu-
lo superficial de equilibrio es prácticamente uniforme. No obstante, merece la pena hacer
algunos comentarios sobre esta distribución.
Lo primero que hay que indicar es que 	sn < 0 en todo el trozo de diáfisis modelado.
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Esto quiere decir que el periosteo mantiene su geometría exterior, si se aplica una leve
presión sobre él. Si se tirara del periosteo (	s > 0) o incluso si se comprimiera menos, el
modelo prediría, invariablemente, un movimiento hacia fuera del hueso ( _r) y con ello un
engrosamiento de la sección del fémur.
La compresión necesaria para que no cambie la geometría del fémur, la ejercen los múscu-
los de la pierna al contraerse. De hecho, lo que se hace con esta simulación es estimar de
manera inversa la acción de los músculos sobre el fémur. Así, en lugar de aplicar dicha com-
presión muscular como una carga externa sobre el modelo de EF, se aplica directamente
sobre el fémur el estímulo superficial de equilibrio.
Si se observa la distribución de la fig. 6.20, se puede apreciar que en el extremo distal
de la diáfisis, los valores de 	sn son prácticamente nulos. Esto concordaría con el hecho de
que en dicho extremo del fémur, más próximo a la articulación de la rodilla, la compresión
ejercida sobre el hueso es relativamente baja cuando se contrae el músculo, por ser menor
la sección de los músculos en esa zona. Al avanzar por la diáfisis en sentido proximal, los
valores de 	sn aumentan, como lo hace la sección de los músculos. Dicho de otra forma, la
parte del hueso que necesita una mayor compresión para no sufrir cambios en su geometría
es precisamente aquella que se comprime más durante la contracción muscular, por coincidir
con una mayor sección de los músculos.
Ψsn
Proximal
Distal
Anterior
Posterior
Figura 6.20: Distribución de 	sn (kPa) a lo largo del periosteo.
En la fig. 6.20 también se observa cómo en la zona posterior del periosteo (en la anterior
también ocurre aunque no se aprecie) la compresión necesaria para el equilibrio de ROE
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es prácticamente nula. En el caso de la cara posterior del fémur esto se podría explicar
analizando los músculos que están en contacto directo con al hueso en esa zona de la diáfisis
(ver fig. 6.21a). Estos músculos son el vasto medial y el vasto intermedio y precisamente en
la cara posterior es donde se produce la transición entre ellos, por lo que, probablemente, la
compresión ejercida durante sus contracciones sea casi nula. En la cara anterior no se puede
decir lo mismo, pues la transición entre los músculos se produce en un plano que forma unos
60 con el plano sagital (fig. 6.21b).
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Figura 6.21: a) Sección de la pierna derecha de un hombre adulto a nivel diafisario. b) Detalle
del fémur junto con los dos músculos que lo rodean en la zona de estudio: vasto intermedio
y vasto medial. Se puede observar que la zona de contacto entre el fémur y el primero de
ellos es de aproximadamente 240, mientras que en el segundo es de aproximadamente 120.
Adaptado de [185].
6.5.4. Simulación 1000ROIEEP
Por último, tras alcanzarse un equilibrio en la ROE del endosteo y de la variable 	sn en
el periosteo, se ha realizado una simulación para corroborar que si se aplica en el periosteo el
estímulo superficial de equilibrio, 	s = 	sn, la superficie del mismo no se desplaza cuando se
permite la ROE del endosteo y el periosteo conjuntamente y que, por tanto, se ha alcanzado
una situación de equilibrio de ROIE. Conviene recordar que en la simulación donde se estimó
	sn no se permitía la ROE del periosteo. Por ello, se hace necesario comprobar que una ligera
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perturbación de la forma de esta superficie no afecta al valor de 	sn, de manera que haga
al modelo inestable, apartándolo del equilibrio de remodelación. De una simple observación
de las figuras 6.22-6.24 se comprueba que, efectivamente, ese equilibrio se ha alcanzado: en
las variables de estado de ROI y en la geometría de la sección.
10000 d´ıas
11000 d´ıas
Figura 6.22: Evolución de la fracción de tejido vb en la simulación 1000ROIEEP.
6.5.5. Evolución temporal de la sección de la diáfisis
A modo de resumen se analiza aquí la ROE que sufren las superficies del periosteo y
el endosteo en el conjunto de las tres simulaciones realizadas (1000ROI + 9000ROIEE +
1000ROIEEP). En la fig. 6.25 se muestra la evolución temporal de la superficie de endosteo y
periosteo en 5 secciones escogidas a lo largo de la diáfisis del fémur. Cada salto en el contorno
se corresponde con 500 días de simulación, comenzando desde el contorno azul, correspon-
diente a la situación inicial, hasta el contorno rojo al final de la simulación 1000ROIEEP.
Para ver más claramente la convergencia de los resultados se ha representado en la
fig. 6.26 la evolución del área transversal del canal medular en las 5 secciones anteriores.
En la primera parte de la simulación (1000ROI) no hay cambios porque no se permite
la ROE. Se aprecia claramente cómo, en efecto, se alcanza la convergencia de ROE en el
endosteo, durante la fase 9000ROIEE, siendo despreciables los cambios en la última parte
de la simulación.
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10000 d´ıas
11000 d´ıas
Figura 6.23: Evolución de la fracción de ceniza  en la simulación 1000ROIEEP.
10000 d´ıas
11000 d´ıas
Figura 6.24: Evolución del daño d en la simulación 1000ROIEEP.
6.5. Aplicación del modelo de ROIE a la diáfisis de un fémur humano 195
S1S2
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S5
Figura 6.25: Evolución temporal de la geometría de 5 secciones de la diáfisis del fémur. En
azul se representa la correspondiente superficie libre del hueso (ya sea endosteo o periosteo)
al principio de las simulaciones. En rojo se representa la misma superficie al final de las
simulaciones.
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Figura 6.26: Evolución del área transversal de 5 secciones del canal medular.
En cuanto al periosteo, puede observarse en la fig. 6.27 la evolución del área transversal
de la diáfisis en esas mismas 5 secciones. Hasta el final de la fase 9000ROIEE no se permite
la ROE en el periosteo, y es la aplicación del estímulo superficial 	sn calculado durante esta
fase lo que impide el desplazamiento de la superficie en la fase final 1000ROIEEP.
Uzel y cols. [225] realizaron un estudio sobre la variación del tamaño del fémur en dos
poblaciones distintas de hombres adultos (europea y afro-caribeña), midiendo en una radio-
grafía de un corte frontal el diámetro del fémur completo, del canal medular y de los cortex
lateral y medial en el centro de la diáfisis. El punto de la diáfisis en la que se realizaron
las medidas se eligió tal que el diámetro del canal medular fuera mínimo. En el caso de la
población europea, un resumen de los resultados se presenta en la primera columna de la
tabla 6.2. Se puede simplificar el cálculo de las áreas de las secciones transversales del fémur
completo y del canal medular suponiendo simetría de revolución, es decir, representando el
fémur como un cilindro hueco perfecto. De esta forma, a partir de los valores del diámetro
interior y exterior, se tienen las áreas que aparecen en la segunda columna de dicha tabla.
Se puede observar que el área de la sección transversal del fémur completo calculada
de esta forma simplificada es del mismo orden que las que aparecen en la fig. 6.27, corres-
pondientes a las áreas de las secciones transversales a lo largo de la diáfisis. En cuanto al
tamaño del canal medular, se observa que el valor que aparece en la tabla es menor que los
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Figura 6.27: Evolución del área transversal de 5 secciones de la diáfisis.
Diámetro (mm) Área transversal(mm2)
Fémur completo 28.9 655.97
Canal medular 14.3 160.61
Tabla 6.2: Dimensiones del fémur completo y el canal medular adaptadas de Uzel y cols. [225]
que aparecen en la fig. 6.26 para las áreas de las secciones transversales del canal medular
a lo largo de la diáfisis. En esta figura se observa que, conforme se va recorriendo la diáfisis
en sentido distal-proximal, el área de la sección del canal medular va disminuyendo. Si las
mediciones realizadas por Uzel y cols. están realizadas en el punto de la diáfisis de menor
diámetro del canal medular, el motivo de que dicho valor sea menor que el resto de valores
del área estimados por la simulación numérica puede deberse a que este punto de diámetro
medular mínimo se encuentre en realidad en una sección más cercana al extremo proximal
del fémur que las secciones de la malla de EF utilizadas en esta tesis.
6.6. Conclusiones
El modelo propuesto en este capítulo, compuesto por un modelo de remodelación ósea
interna mecanobiológico y un modelo de remodelación ósea externa fenomenológico modi-
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ficado para contemplar el estímulo superficial como una variable, ha sido capaz de simular
con éxito el proceso de remodelación ósea de la diáfisis de un fémur humano, obteniéndose
una distribución en equilibrio de las variables internas y una forma geométrica externa que
se asemeja a la de un fémur real, tanto en la zona del periosteo como en la del endosteo.
Además, el modelo ha conseguido simular la aparición del canal medular partiendo de
un estado en el que no existía, haciendo desaparecer el tejido poco útil de la zona interna
de la malla de EF.
Capítulo 7
Aplicación del modelo propuesto a
la remodelación de un callo de
fractura
7.1. Introducción
En el capítulo 6 se ha desarrollado un modelo de ROI mecanobiológico, en el que, a tra-
vés de ecuaciones matemáticas que modelan los procesos biológicos que ocurren durante la
remodelación, se han conseguido resultados satisfactorios en simulaciones de remodelación
ósea de un fémur humano sano. El modelo ha sido capaz de llegar a un equilibrio de remo-
delación en lo que a las variables de estado del problema se refiere: fracción volumétrica de
tejido, vb, fracción de ceniza, , y daño, d. También se ha desarrollado un modelo de ROE
fenomenológico basado en el propuesto por Carpenter y Carter [26] que incluye el estímulo
mecánico superficial como una variable más a tener en cuenta en la respuesta ósea. Con
dicho modelo se ha conseguido simular la formación de un canal medular de dimensiones
reales en un modelo de EF de la diáfisis de un fémur humano. En el modelo de EF inicial ya
existía un canal medular, pero tenía unas dimensiones excesivamente pequeñas que fueron
corregidas por el modelo de ROE hasta alcanzar un sección razonablemente parecida a la que
tiene el fémur real. También se ha conseguido un equilibrio de ROE en el periosteo, a través
de la resolución de un problema inverso en el cual se ha calculado el estímulo superficial
necesario para alcanzar dicho equilibrio. Por tanto, este modelo combinado de ROIE pro-
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puesto en el capítulo 6 mejora al modelo fenomenológico de ROE del capítulo 5, en cuanto
que resuelve satisfactoriamente su principal inconveniente: no alcanzar una convergencia en
las dimensiones de la sección.
Una vez que se dispone de la herramienta necesaria se simula el proceso de remodelación
de un callo óseo de fractura. Para ello se parte de un modelo de EF sencillo de una diáfisis
de fémur humano con un callo óseo. La geometría del callo es aproximada y las propiedades
mecánicas del tejido óseo fibroso que lo forma son las estimadas en el capítulo 4. En este
modelo de EF se aplica el modelo de remodelación propuesto y se estudia la evolución de
las propiedades biomecánicas y de la geometría del callo de fractura.
7.2. Geometría del callo óseo de fractura
El callo de fractura es una estructura ósea que se forma en las inmediaciones de una
fractura y que se asemeja a un abultamiento del hueso. Tal y como se vio en el capítulo 2, el
callo óseo de fractura se compone de tejido fibroso que comienza formándose en los extremos
distal y proximal de la fractura en la zona del periosteo. A medida que la fractura se va
cerrando en el periosteo, el tejido fibroso empieza a aparecer también en ambos extremos
de la fractura en la zona del endosteo, y a cerrarse. Una vez que se consigue cerrar la
fractura tanto interna como externamente, la siguiente fase de curación consiste en dotar a
dicha estructura de rigidez, por lo que el tejido fibroso continúa depositándose radialmente,
aumentando la sección del callo. Este abultamiento, que se produce tanto en la superficie
del periosteo como en el endosteo, puede llegar, en algunos casos, a taponar completamente
el canal medular. Finalmente, el callo óseo sufre un proceso de remodelación ósea interna y
externa, el cual se pretende estudiar en este capítulo.
Para la modelización del callo óseo de fractura se han usado los trabajos de Claes y
Heigele [34] y Reina-Romo y cols. [194], en los que se hace una discretización de dicha
estructura ósea para aplicarla a un modelo de diferenciación tisular durante un proceso de
distracción ósea y su posterior consolidación. Estos modelos geométricos, muy parecidos
entre sí, parten de la geometría original de la diáfisis de una tibia de oveja y, a partir de
ella, añaden tejido óseo tanto en la superficie del periosteo como en la del endosteo (figs.
7.1a y 7.1b, respectivamente). En ambos casos se usa un modelo de EF bidimensional de un
cuarto de la fractura, aplicando condiciones de simetría axial alrededor del eje longitudinal
de la diáfisis y de simetría respecto a un plano transversal.
En el modelo de EF usado en esta tesis se ha tomado la geometría del callo de fractura
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Figura 7.1: Modelos de EF axisimétricos 2D la geometría del callo óseo de fractura de tibia
de oveja (a) tomado de Claes y Heigele [34] y (b) tomado de Reina-Romo y cols. [194], así
como (c) el modelo del callo óseo de fractura de fémur humano utilizado en esta tesis. Las
dimensiones están dadas en mm.
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de la tibia de oveja del modelo de Reina-Romo y cols. [194] y se ha adaptado al caso
del fémur humano, modificando sus dimensiones pero manteniendo una cierta proporción
entre ellas (fig. 7.1c). Así, por ejemplo, en el modelo de la fig. 7.1b se aprecia que el radio
del abultamiento del callo es 1.5 veces el radio del periosteo original, relación que se ha
mantenido en el modelo geométrico propuesto (R0max = 1:5R).
En cuanto al callo en la zona del endosteo, fue necesario realizar una simplificación del
análisis, debido a la naturaleza del modelo de ROE utilizado en esta tesis. Esta simplificación
trata de obviar la simulación de la fase de remodelación del callo en la que se abre de nuevo
el canal medular. Vetter y cols. [229] realizaron una serie de ensayos en ovejas para estudiar
el proceso de reparación de una fractura. Estos autores dividieron dicho proceso en 6 fases,
durante las cuales la desaparición del hematoma inicial, la formación del tejido fibroso y la
posterior remodelación del mismo se van sucediendo. Inicialmente, en la primera semana,
el tejido fibroso comienza a formarse en la zona del periosteo, y a partir de la semana 4
aproximadamente comienza a aparecer tejido fibroso en el endosteo. Para la semana 5-6
el canal medular se cierra completamente, y no es hasta la semana 8-9 cuando comienza
a reabsorberse el tejido óseo del canal medular y este vuelve a abrirse. Sin embargo, la
simulación del proceso de apertura inicial del canal medular dentro de la masa compacta de
callo es muy compleja desde el punto de vista numérico y no se ha realizado en esta tesis. En
su lugar se ha optado por comenzar la simulación cuando el canal medular ya tiene un cierto
radio aunque muy pequeño. En concreto, 0.5 veces el radio del endosteo en la geometría
original (r0min = 0:5 r), lo cuál significa que el canal medular está prácticamente cerrado.
La forma exterior del callo, tanto en el periosteo como en el endosteo, se ha aproximado
mediante una función cúbica (spline) estimada a partir de los valores conocidos en los ex-
tremos: s = 0 y s = lx, con x = p para el periosteo y x = e para el endosteo. De esta forma,
si se define el radio exterior del callo en el periosteo, R0, como una función de la coordenada
longitudinal s se tiene:
R0(s) = R  (s) (7.1)
donde (s) es la función cúbica a estimar. Adimensionalizando la coordenada longitudinal
como s = slp se define dicha función como:
(s) = a+ b s+ c s2 + d s3 (7.2)
siendo a, b, c y d constantes a estimar. Sabiendo que en s = 0 se tiene que R0 = 1:5R y que
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en s = 1 se tiene R0 = R, y suavizando la transición entre cortical y callo (dds = 
0 = 0):
(s) =
8><>:1:5 s = 01 s = 1 (7.3a)
0(s) =
8><>:0 s = 00 s = 1 (7.3b)
se calculan las constantes a, b, c y d y resulta la función:
(s) =
3
2
(1  s2) + s3 (7.4)
De forma análoga se define para el endosteo s = sle y se ajusta la función (s), que
relaciona el radio del cortical en el endosteo y el radio del callo en el endosteo, r0(s) = (s) r.
Sabiendo que la condición de contorno en s = 0 cambia a (s = 0) = 0:5, ya que en dicho
punto r0 = 0:5 r, se tiene que la función (s) es:
(s) =
1
2
(1 + 3 s2)  s3 (7.5)
Al tratarse de un modelo geométrico con simetría respecto a un plano transversal se tiene
que la variable s puede ser sustituida en las ecuaciones anteriores por jsj. Fuera de la zona
del callo, jsj > lx, se tiene que el radio no varía, por lo que:
(jsj > 1) = (jsj > 1) = 1 (7.6)
En dirección longitudinal se ha tomado la altura del callo en el periosteo, lp, a partir de
imágenes reales de callos óseos (como los de la fig. 2.7). De esta forma lp  35mm. Nótese
que, a pesar de que el valor escogido para lp es significativamente mayor que en el caso de los
modelos de la fig. 7.1a y 7.1b, en tales modelos el cambio de sección es mucho más abrupto
que en el caso de la fig. 2.7, en el que la transición entre periosteo sano y callo de fractura es
muy suave. En cuanto a la altura del callo en el endosteo se ha tomado le =
lp
2 , tal y como
se desprende de un análisis cualitativo de la fig. 7.1b.
El modelo geométrico de callo descrito (fig. 7.1c) fue posteriormente trasladado al modelo
de la diáfisis de fémur definido en el capítulo 6 de esta tesis. Para ello se tomó la malla de
EF de la diáfisis del fémur sin callo como quedó después de la simulación 1000ROIEEP,
es decir con la posición del endosteo obtenida en el equilibrio de remodelación. Esta malla
se recorrió sección por sección, aprovechando que se trata de una malla regular y que las
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sucesivas capas de nodos, tras la remodelación, se mantienen aproximadamente situadas en
planos transversales y paralelos entre sí1. Se definió, de forma más o menos arbitraria, un
eje central del trozo de diáfisis y en cada sección se calculó la distancia R desde cada nodo
del periosteo (o del endosteo, r) al eje de la diáfisis. Para definir la coordenada longitudinal
s se tomó como origen la intersección del eje de la diáfisis con el plano transversal medio del
trozo de diáfisis. Con ello, el callo queda en el centro del modelo. Conocida la coordenada s
de cada nodo del periosteo (y endosteo) se pudo calcular  (y ) a partir de las ecs. (7.4).
A continuación, cada nodo exterior se desplazó en dirección radial y en sentido hacia fuera
(hacia dentro en el caso del endosteo) hasta una distancia R0 = (s)R (o r0 = (s) r en el
caso del endosteo), obteniéndose de esta manera la posición de todos los nodos exteriores
del modelo. Finalmente, se remallaron los elementos de la zona del callo para conseguir una
relación de aspecto adecuada. El modelo de EF resultante es el que aparece en la fig. 7.2.
Figura 7.2: Modelo de EF 3D de la diáfisis de fémur con una callo de fractura.
7.3. Modelo músculo-hueso
Una vez que se tiene el modelo de EF del fémur con callo sería posible aplicar el algoritmo
de ROIE del capítulo 6 y simular la remodelación del callo. Solo habría que repetir la
simulación 1000ROIEEP que se realizó en dicho capítulo, aplicando el estímulo superficial
	sn, que se calculó para que la malla original no se desplazara, y comprobar si la compresión
muscular que provoca ese estímulo es suficiente para que el callo se reabsorba.
Sin embargo, esta forma de proceder supondría una simplificación importante del proceso
1Esto solo sería cierto si los nodos del endosteo y periosteo se desplazaran por ROE en dirección radial.
No ocurre exactamente así, aunque sí de forma muy aproximada
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real de remodelación, puesto que es de esperar que, como consecuencia del abultamiento que
supone el callo, la compresión ejercida por los músculos sobre el periosteo de esa zona se vea
aumentada. En efecto, la presencia de un abultamiento en la superficie del hueso no supone
un abultamiento equivalente en la superficie de la piel, por lo que el paquete muscular debe
estar más comprimido en esa zona y las fibras musculares ejercerán una mayor compresión
sobre el callo cuando se contraigan (ver fig. 7.3a). En esta sección se estima ese incremento
de compresión.
Para poder estimarlo correctamente habría que disponer de un modelo completo del
sistema musculoesquelético de la pierna, incluyendo además la piel y el resto de partes
blandas que al comprimirse pudieran ejercer presión sobre el hueso. Ese modelo sería muy
complejo y se ha simplificado notablemente en esta tesis. Así, con el único propósito de
estimar el incremento de compresión debido al callo se ha modelado el conjunto músculo-
hueso como dos cilindros huecos concéntricos (ver fig. 7.3b). Posteriormente, esta compresión
se aplicará al modelo de EF de la diáfisis con callo para aplicarle el modelo de ROIE. Las
dimensiones del hueso en el modelo simplificado de músculo-hueso, dh = 2:0 cm y Dh =
2:8 cm, son el valor medio del diámetro del endosteo y periosteo, respectivamente, en la
diáfisis del fémur completo, fig. 6.12. El hueso se ha modelado como un material infinitamente
rígido en comparación con el músculo, por lo que en el modelo de EF solo es necesario modelar
el músculo y fijar los desplazamientos de todo el hueso. El músculo modelado aquí representa,
en realidad, todo el paquete muscular de la pierna sin distinguir entre los diferentes músculos.
Con esta simplificación, y sabiendo que el perímetro medio de la pierna en humanos es 60 cm
en hombres y 51:6 cm en mujeres [170], se tomó Dm = 17:8 cm.
El modelo de EF utilizado para estimar el incremento de presión ejercido por el paquete
muscular sobre la superficie del hueso debido a la presencia del callo óseo es el de la fig.
7.4, donde se representa la malla de EF en ambos casos (con y sin callo) a escala real. Las
dimensiones de dichos modelos se especifican más adelante. Baste ahora con señalar que
el extremo izquierdo de ambos casos es idéntico, modificándose la geometría en el extremo
derecho por la presencia del callo.
La malla de EF en ambos casos está compuesta por un total de 280 elementos axisimétri-
cos de 4 nodos y 4 puntos de integración (CAX4H en Abaqus FEA R), existiendo simetría
de revolución con respecto al eje que representa el eje de la diáfisis. En la fig. 7.4 este eje es
el eje horizontal que está desplazado una distancia Dh=2 del borde inferior de la malla. La
malla de EF es más densa en la zona del callo por ser esa la zona de interés. En cuanto a las
condiciones de contorno, tal y como se ha comentado anteriormente, se ha supuesto el hueso
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Figura 7.3: Esquema del modelo simplificado músculo-hueso utilizado en esta tesis.
infinitamente rígido y se ha impedido el desplazamiento relativo en la interfase músculo-
hueso, por lo que el músculo se modela como empotrado en su borde inferior. Como también
existe simetría en la sección transversal del extremo derecho, en dicho borde se impide el
desplazamiento longitudinal, siendo el resto de condiciones de contorno de borde libre.
Comportamiento mecánico del músculo
El comportamiento mecánico del músculo representa la denominada rigidez pasiva1 y se
simula con un modelo hiperelástico incompresible de Yeoh, como hacen Meier y Blickhan
[162], cuyas constantes son las que aparecen en la tabla 7.1.
El modelo hiperelástico de Yeoh usa una función de densidad de energía de deformación,
W , definida por el primer invariante del tensor de deformación de Cauchy-Green por la
izquierda, I1, [245]:
W =
3X
i=1
Ci (I1   3)i (7.7)
1Esta rigidez pasiva solo tiene en cuenta la rigidez de las fibras musculares y no considera, por tanto, las
fuerzas activas que se producen durante la activación-contracción del músculo. La rigidez pasiva depende
claramente de la dirección. La que se considera en este caso es la rigidez en dirección perpendicular a las
fibras.
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a)
b)
Figura 7.4: Modelos de EF del músculo utilizados para estimar el incremento de presión
superficial de este sobre el hueso al incluir el callo óseo.
Parámetro Valor
C1 10 kPa
C2 10 kPa
C3 6.67 kPa
Tabla 7.1: Parámetros del modelo hiperelástico de Yeoh para el comportamiento del músculo.
Tomados de Meier y Blickhan [162].
Para un material como este el tensor de tensiones de Cauchy viene dado por:
 =  p1+ 2@W
@I1
b (7.8)
siendo p la presión hidrostática y b el tensor de deformación de Cauchy-Green por la iz-
quierda. Y en el caso de carga uniaxial en dirección 1:
11 = 2

2   1


@W
@I1
(7.9)
siendo  el alargamiento principal en la dirección 1 y
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@W
@I1
=
3X
i=1
iCi (I1   3)i 1 (7.10)
La relación entre la tensión de Cauchy y el alargamiento principal en un caso de carga
uniaxial con el modelo de Meier y Blickhan se muestra en la fig. 7.5.
-0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4
-200
-150
-100
-50
0
50
100
 
 
Deformacio´n
T
en
si
o´
n
(k
P
a
)
Figura 7.5: Relación tensión-alargamiento del músculo en un ensayo de carga uniaxial con
el modelo de Meier y Blickhan.
Estimación de la compresión que ejerce el músculo sobre el callo
Una vez que se ha definido este modelo de rigidez pasiva del músculo en dirección per-
pendicular a las fibras se puede estimar la compresión que ejerce el músculo sobre el callo
al contraerse. Este problema se ha dividido en dos partes.
Al contraerse el músculo en dirección longitudinal, aumenta su sección en dirección radial,
pero este engrosamiento estará parcialmente constreñido por la piel, que se debe estirar
para permitir tal deformación. Se ha supuesto entonces que la piel, al envolver al paquete
muscular como una membrana, ejerce una presión uniforme P (ver fig. 7.6) sobre el músculo,
impidiendo que este se deforme libremente en dirección radial.
1. Problema P1. Se calcula en primer lugar la carga P necesaria para producir un
estímulo superficial sobre el hueso igual al de equilibrio, 	sn, calculado en el capítulo
6. Se supone que esta será la presión que la piel ejerce normalmente sobre el músculo al
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contraerse, puesto que así se consigue el estímulo superficial que mantiene el equilibrio
de remodelación.
Como se ha dicho antes, el hueso se supuso fijo en los modelos de las figuras 7.6 y 7.7
y, al no permitir tampoco el desplazamiento relativo en la interfase hueso-músculo, los
desplazamientos del músculo en esa interfase también están impedidos. Por tanto, la
compresión ejercida por el músculo sobre el hueso viene dada en el modelo de EF por
la reacción en los apoyos en dirección radial. Esta tensión radial varía a lo largo de
la interfase hueso-músculo como se muestra en la fig. 7.8, (línea negra continua), para
un cierto valor de P . Se observa una clara influencia de las condiciones de contorno
de borde libre en el lado izquierdo de la interfase. De hecho, se ha elegido una escala
de tensiones que permite ver lo que ocurre en la zona donde se situará el callo, pero
no lo que ocurre en el lado izquierdo. Se observa que a una cierta distancia de ese
borde libre la influencia de las condiciones de contorno se disipan y se alcanza un valor
prácticamente constante de la tensión radial.
El cálculo del estímulo superficial ejercido por el músculo sobre el hueso se puede
calcular fácilmente a partir de dicha tensión radial 1 empleando la ec. (6.46)1:
	s =
1 tap
tt
(7.11)
donde tap es el tiempo de aplicación de la tensión 1 sobre el hueso durante un día
(tap = 10000 s [26]). Con esto, la carga P será la que aplicada al modelo del problema
P1 produzca un estímulo superficial 	s = 	sn en la parte derecha del modelo (ver fig.
7.6) donde se estabiliza la tensión radial.
2. Problema P2. La carga P calculada en el paso anterior se aplica ahora en un modelo
de EF similar al de la fig. 7.6, pero en el que se ha incluido el callo óseo de fractura
(fig. 7.7). El abultamiento del callo provocará una mayor compresión del músculo
sobre el hueso cuando aquel se contraiga en dirección longitudinal, por ser menor
el espacio disponible en esa zona. Se supondrá aquí que el abultamiento del hueso
provoca un pequeño abultamiento de la pierna, si las partes blandas no se redistribuyen
en dirección longitudinal. Como además el músculo se ha supuesto incompresible, la
sección del músculo en la zona del callo es la misma que en la zona lejos del callo. Esto
1Se mantiene la notación de Carpenter y Carter [26] que empleaban  para la presión ejercida por los
músculos sobre el hueso.
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Figura 7.6: Esquema del modelo de músculo-hueso sin incluir el callo. La tensión radial en el
elemento marcado en gris se usa para calcular el estímulo superficial aplicado sobre el hueso.
permite calcular el diámetro de la pierna en la zona del callo, D0m (ver fig. 7.7), de:

(Dm  Dh)2
4
= 
(D0m  D0h)2
4
(7.12a)
D0m =
q
D2m +D
02
h  D2h (7.12b)
donde D0h = 1:5Dh. Se puede comprobar en la fig. 7.4b, donde se mostró el modelo de
EF a escala real, que el abultamiento de la pierna es pequeño en cualquier caso.
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Figura 7.7: Esquema del modelo de músculo-hueso incluyendo el callo.
Al resolver este problema 2 se obtiene una distribución de la presión radial a lo largo
de la interfase hueso músculo, 2, como la que se muestra en la fig. 7.8 (línea negra
discontinua), que, de nuevo, está afectada por las condiciones de contorno de borde
libre para luego estabilizarse y, en este caso, crecer al aproximarse a la zona del callo.
En ambos modelos (con y sin callo) se ha tomado una longitud de hueso (L en la fig.
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7.6) suficientemente grande como para que las condiciones de contorno de borde libre
no afecten a los resultados en la zona del callo.
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Figura 7.8: Tensión radial a lo lardo de la interfase músculo-hueso en el problema P1, 1
(línea negra continua), y en el problema P2, 2 (línea negra discontinua). El cociente entre
ambas,  = 21 , se muestra en línea azul.
En la fig. 7.8 se ha representado también el cociente  entre la tensión radial a lo largo
de la interfase músculo-hueso en el problema P2, 2, y en el problema P1, 1. Como puede
apreciarse, el valor de  es igual a 1 en toda la longitud de la diáfisis, a excepción de la zona
del callo óseo donde, después de una pequeña disminución, aumenta hasta 1:05. Es decir,
se produce un incremento en la compresión del hueso por el abultamiento del callo, aunque
muy leve.
El estímulo mecánico superficial, 	s, es directamente proporcional a la presión del múscu-
lo sobre el hueso, , (recuérdese la ec. (6.46)). Por tanto, si se denomina 	^s al estímulo
mecánico superficial sobre el periosteo del modelo de la diáfisis con callo, este puede ser
calculado a partir del estímulo superficial de referencia, 	sn, como:
	^s = 	sn (7.13)
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donde  varía en función del espesor del callo como se ha visto en la fig. 7.8. Se puede
comprobar que la forma en que varía  a lo largo del callo es similar a la forma en que varía
el espesor, exceptuando la zona en la que  < 1. Admitiendo una proporcionalidad entre el
espesor y  esta se puede estimar con el siguiente procedimiento (fig. 7.9):
1. Para cada punto de integración i del periosteo se estima el espesor del callo, ei, como
la distancia en dirección radial entre las posiciones del punto i en los modelos sin callo
(final de la simulación 1000ROIEEP del capítulo 6) y con callo (fig. 7.2).
2. En la sección central de la diáfisis, donde el espesor del callo es máximo, se tiene, por
analogía con el modelo simplificado de músculo-hueso, que el valor del estímulo super-
ficial es 1:05 veces mayor que 	sn. Es decir, al espesor máximo, emax, le corresponde
max = 1:05. El valor emax se calcula como el espesor promedio del callo en la sección
central de la diáfisis.
3. Para cualquier punto de integración i con un espesor de callo intermedio ei < emax se
tiene que 1  i < max, y el valor de dicha función i se calcula como:
i(ei) = 1 + 0:05
ei
emax
(7.14)
Con  calculada de esta forma, la ec. (7.13) y la distribución de 	sn calculada en el
capítulo 6 se puede calcular la distribución de 	^s a aplicar en el modelo de diáfisis con callo.
Con este estímulo superficial ya se podría simular el proceso de remodelación del callo óseo.
Sin embargo, hay que tener en cuenta que, conforme el callo se vaya reabsorbiendo su espesor
se reduce, por lo que  debe ser actualizada en todo el periosteo a lo largo del proceso de
remodelación.
La fig. 7.9 muestra un ejemplo que ayuda a entender cómo se actualiza el valor de  en
cada punto. Inicialmente, el día 0, se tiene un callo óseo de fractura de espesor máximo. En
la sección central de la diáfisis (punto 2) e02  emax, por lo que 02 = 1:05. Ese día, en un
punto del callo alejado de dicha sección (punto 1), se tiene un espesor e01 < emax, por lo que:
01 = 1 + 0:05
e01
emax
(7.15a)
02 = 1:05 (7.15b)
Tras simular un día de remodelación (el día 1), el callo se habrá reabsorbido parcialmente
y tendrá unas dimensiones menores, siendo el espesor en los puntos 1 y 2, respectivamente,
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e11 < e
0
1 y e12 < e01. Por tanto:
11 = 1 + 0:05
e11
emax
(7.16a)
12 = 1 + 0:5
e12
emax
(7.16b)
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Figura 7.9: Variación de la función  en función del espesor del callo óseo de fractura, ei.
7.4. Simulación del proceso de remodelación del callo
En esta sección se muestran los resultados de la simulación del proceso de remodelación
ósea del callo. Se empleó el modelo de EF del trozo la diáfisis una vez incluido el callo (fig.
7.2). En él se aplicaron las mismas cargas que en la simulación 1000ROIEEP en los extremos
de la diáfisis, para imponer el estado tensional en dichos extremos. Además se le aplicó sobre
el periosteo la distribución de estímulo superficial calculado anteriormente, 	^s.
En todo el modelo se implementó el modelo de ROIE propuesto en el capítulo 6. En la
zona del modelo donde no hay callo se importaron las variables de estado del final de la
simulación 1000ROIEEP y se siguió usando la ec. 6.12 para estimar su rigidez en función de
las variables de estado.
En la zona del callo se usaron las propiedades mecánicas del tejido fibroso estimadas
con el modelo micromecánico propuesto en esta tesis (capítulo 4). La fracción de ceniza
en el callo se supuso inicialmente uniforme e igual a 0 = 0:33. Este valor corresponde al
contenido de mineral que tendría el osteoide tras 8 semanas de mineralización, pues ese
es el instante (contado desde el día en que se produce la fractura) en el que se inicia esta
simulación y que coincide con el inicio de la remodelación del callo [229]. El daño en el
callo se supuso inicialmente nulo (d0 = 0) y se permitió la acumulación de daño por fatiga,
siguiendo el modelo presentado en la sección 6.3.3. La fracción volumétrica de tejido en el
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callo es uniforme y constante vb = 1 plc, siendo plc = 0:1353 la porosidad lacunocanalicular
del tejido fibroso calculada en el capítulo 4. Esta porosidad se mantiene constante porque
no se considera el proceso de ROI en el tejido fibroso del callo, tan solo la ROE, que mueve
las superficies pero no modifica esta porosidad.
La anterior es una limitación importante del modelo, ya que se observan signos de ROI
del tejido fibroso desde la semana 6 [229]. Por ello lo más realista sería permitir la ROI del
tejido fibroso a la vez que ocurre la ROE del callo. Sin embargo, ello requeriría el desarrollo
de un modelo de homogeneización de las propiedades mecánicas de la mezcla de tejido
fibroso y lamelar de remodelación, lo cual está fuera del alcance de esta tesis. A pesar de
lo anterior, la simplificación es razonable ya que los cambios producidos por ROI son muy
lentos, como se vio en el capítulo 4 y la cantidad de tejido remodelado es muy pequeña. Por
ello dominará la presencia de tejido fibroso durante un largo período de tiempo, suficiente
para que se produzca la ROE del callo (unas 15-20 semanas como se verá enseguida).
Por tanto, en la simulación de cada día de remodelación hay que mineralizar el tejido
fibroso según la ec. 6.39, acumular daño, d, por fatiga y actualizar el valor de las constantes
elásticas en cada punto de integración del callo teniendo en cuenta el daño, según:
E = E0() (1  d) (7.17a)
 = () (7.17b)
donde E0() y () se calculan con las correlaciones polinómicas de grado 6 de las figs. 4.15
y 4.16. Se aplican las cargas nodales en los extremos de la diáfisis y se calcula el estímulo
mecánico interno, 	. En los puntos de integración del periosteo, y a partir de este estímulo
interno y del estímulo mecánico superficial calculado según el procedimiento de la sección
anterior, 	^s, se calcula la respuesta remodelatoria en el periosteo, _rs. Para el endosteo, se
sigue el mismo procedimiento pero con 	^s = 0.
El período simulado de remodelación del callo (300 días) es suficientemente amplio para
asegurar que se pueda alcanzar una completa curación de la fractura. En concreto, es más
del doble medido experimentalmente. En un estudio en humanos Nikolaou y cols. [175]
obtuvieron 16:19  5:07 semanas como el tiempo de reparación de una fractura de fémur
en individuos sanos y 19:38  5:9 semanas en individuos con osteoporosis. Nikolau y cols.
establecían el tiempo de reparación de una fractura como el período de tiempo necesario para
la unión de los bordes de la fractura en al menos 3 de los 4 corticales (periosteo y endosteo
en el cortex medial y lateral), así como la ausencia total de dolor. Esta fase, de acuerdo con
Vetter y cols. [229], coincide aproximadamente con el tiempo necesario para la reabsorción del
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callo óseo. Este tiempo de remodelación del callo tras una fractura es altamente dependiente
de la rigidez del fijador. En efecto, un fijador muy rígido permite muy poco desplazamiento
relativo entre los extremos de la fractura, lo cual es perjudicial para la diferenciación de los
tejidos óseos que reparan la fractura [85,241] y requiere un mayor tiempos de curación. Por el
contrario, si la rigidez del fijador es excesivamente baja, el desplazamiento relativo entre los
extremos de la fractura será muy alto y el tejido formado será deficiente o necrótrico [194],
incrementando también de esta forma el tiempo de curación [54].
La sección central de la diáfisis, en la que el tamaño del callo es máximo, es la más
representativa para evaluar la reabsorción del mismo. En la fig. 7.10a se muestra cómo
evoluciona dicha sección y cómo partiendo de la sección azul se llega a la sección roja
después de 300 días de simulación. Las líneas rojas discontinuas representan los contornos
del periosteo y el endosteo en la malla original, antes de incluir el callo. Se puede observar
cómo aún queda por reabsorber gran parte del callo tras 300 días de simulación. En la fig.
7.10b se representa la evolución temporal del área de dicha sección central (área encerrada
por el periosteo) y del canal medular a esa altura (área encerrada por el endosteo). Esta
evolución se compara con las áreas de ambas al final de la simulación 1000ROIEEP (valores
constantes).
Se puede observar que 300 días de remodelación no son suficientes para conseguir la
completa curación de la fractura si el objetivo final de esta se fija en un restablecimiento
de la sección de la diáfisis que había antes de producirse la fractura. Tras los 300 días la
sección del hueso sigue disminuyendo a velocidad prácticamente constante, sin indicios de
convergencia, al igual que le ocurre a la sección del canal medular que en este caso aumenta,
también a velocidad prácticamente constante.
Estos resultados estarían en contradicción con las observaciones clínicas, que establecen
períodos de curación más cortos y pueden ser un indicio de que muchas de las simplificaciones
adoptadas en este estudio no son válidas. Principalmente en lo que se refiere a la presión
ejercida por los músculos sobre el periosteo, que se ha estimado con un modelo muy simplista.
También es cierto, que otros estudios han concluido que en muchos casos la reabsorción
del callo de fractura en adultos se produce solo parcialmente y más a largo plazo y a veces
no se consigue volver al estado anterior, previo a la fractura [132,200,236].
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Figura 7.10: a) Evolución temporal de la sección central de la diáfisis: desde el comienzo de la
simulación (azul) hasta los 300 días (rojo). En línea discontinua se representan los contornos
del periosteo y endosteo en el modelo sin callo, al final de la simulación 1000ROIEEP. b)
Evolución temporal de las áreas de la sección central de la diáfisis y del canal medular a esa
altura. Los valores constantes de los casos sin callo representan las áreas correspondientes
al final de la simulación 1000ROIEEP.
Capítulo 8
Conclusiones y desarrollos futuros
8.1. Resumen del trabajo realizado y conclusiones
El objetivo global de esta tesis ha sido realizar un modelo integral del proceso de remo-
delación del callo óseo que aparece como consecuencia de una fractura. Dicho modelo consta
de dos partes bien diferenciadas: por un lado la estimación de las propiedades mecánicas del
tejido fibroso del callo a partir de un modelo micromecánico de comportamiento, y por otro
la simulación numérica del proceso biológico de remodelación ósea de dicho callo.
En el capítulo 2 se realizó una introducción a la biología del tejido óseo y al proceso
de remodelación de dicho tejido. En primer lugar se detalló la estructura propia de los
distintos tipos de tejido óseo, y se hizo una clasificación en función de dicha estructura
interna. A continuación se realizó una descripción de la composición del tejido y la función
de cada una de las fases que lo forman: matriz extracelular y células óseas, así como una
mención a la morfología de los huesos largos (por ser el tipo de hueso en el que se centra este
trabajo). También se explicó someramente el proceso general de la remodelación ósea interna
y externa y la secuencia de fases que intervienen en dichos procesos, incluida la actividad
celular asociada. Por último se comentó cómo responde el tejido óseo a las cargas a las que
es sometido en función de la estructura interna a través de sus propiedades mecánicas.
A continuación, en los capítulos 3 y 4 se realizó una descripción más detallada del tejido
fibroso, tanto de su composición como de sus propiedades mecánicas. Se detallaron las medi-
ciones experimentales llevadas a cabo con el objetivo de obtener las fracciones volumétricas
de cada componente. Estas se usaron para definir los parámetros del modelo micromecánico
multiescala propuesto en esta tesis y así estimar las propiedades mecánicas del tejido óseo
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fibroso.
En el capítulo 5 se describieron los distintos modelos fenomenológicos de remodelación
ósea interna empleados en este trabajo, así como las distintas variantes de los mismos y
sus resultados. Se contempló tanto el caso isótropo como la posibilidad de que el tejido
tuviera un cierto grado de anisotropía, y se modeló el efecto de la acomodación celular. En
cuanto a la remodelación ósea externa, se implementó un modelo numérico que utiliza las
mismas variables que el modelo de remodelación ósea interna para desplazar los nodos de
la superficie exterior del hueso. A continuación se presentaron los resultados obtenidos para
cada modelo y se puso de manifiesto la incapacidad de este tipo de modelos de remodelación
para ciertas aplicaciones más complejas, por lo que se propuso una revisión más profunda
de los modelos de remodelación.
En el capítulo 6 se hizo esta revisión. En concreto, se planteó el uso de un modelo meca-
nobiológico para la remodelación ósea interna y de una variante del modelo de remodelación
ósea externa, que tuviera en cuenta el efecto de la presión ejercida sobre las superficies del
hueso por los músculos y otras partes blandas que los rodean. Los modelos mecanobiológicos,
debido a su componente biológica, son por lo general más realistas que los fenomenológicos,
ya que tratan de modelar los procesos biológicos más importantes que ocurren en la remo-
delación: secuencia ARF de actividad de las BMUs, mineralización, acumulación de daño
por fatiga, etc. En primer lugar se realizó una serie de simulaciones con el fin de validar
el modelo de remodelación interna. Una vez conseguido esto, el siguiente paso fue incluir
la remodelación ósea externa en el endosteo en primer lugar y en el periosteo en segundo
lugar. Mediante el uso de este modelo combinado de remodelación ósea interna y externa se
consiguió obtener una distribución de las variables de estado del modelo y de la geometría
de la diáfisis del fémur más acorde a la realidad. Para ello fue necesario estimar el estímulo
superficial de equilibrio al que debe estar sometido el fémur en el periosteo para que no se
modifique su geometría con las cargas normales de la actividad diaria.
Finalmente, se utilizó dicho modelo combinado de remodelación interna y externa para
simular el proceso de reabsorción del callo de fractura, compuesto de tejido fibroso aún sin
remodelar y situado en la diáfisis de un fémur. Se modificó el modelo de EF usado en el
capítulo 6 para añadir un callo óseo de fractura de dimensiones reales. El estímulo superficial
aplicado en el callo se calculó a partir del estímulo superficial de equilibrio estimado en
el capítulo anterior, considerando el incremento en la compresión ejercida por el músculo
sobre el hueso que resulta del abultamiento en el callo. Para ello se hizo uso de un modelo
simplificado del comportamiento del músculo ante la presencia de un callo óseo de fractura.
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En cuanto a las propiedades mecánicas del tejido fibroso que conforma el callo, se utilizó el
modelo micromecánico propuesto en el capítulo 4 para estimarlas.
De los diversos estudios realizados en esta tesis y resumidos más arriba es posible sacar
las siguientes conclusiones:
1. Se han encontrado muy pocos estudios previos que estudien la estructura interna del
tejido fibroso y ninguno que analice su composición. Ello puede deberse, en parte, a la
complejidad que supone estudiar un tejido tan localizado, heterogéneo y de una vida
tan corta. En esta tesis no se ha analizado la microestructura (para definirla se han
utilizado trabajos previos), pero sí se ha podido medir la composición del tejido fibroso.
En concreto, del que se encuentra en callos de fractura en ovejas. Se ha encontrado
que este tejido tiene un contenido en colágeno anormalmente alto si se compara con el
tejido lamelar. Y ello puede ser una respuesta del organismo a la necesidad de recuperar
la capacidad resistente del hueso con este tejido depositado tan rápidamente. Así se
explicaría que se deposite de manera tan desorganizada, por el reclutamiento de un
gran número de osteoblastos que segregan mucha materia orgánica.
2. La alta concentración de colágeno del tejido fibroso podría estar también detrás de
la elevada velocidad de mineralización, que es mucho mayor que en el tejido lamelar.
Diversos autores han encontrado que el colágeno tipo I favorece la deposición de mineral
en el tejido óseo.
3. El modelo micromecánico propuesto es capaz de estimar las propiedades mecánicas
del tejido fibroso en función de la composición de dicho tejido que puede variar como
consecuencia del proceso de mineralización. También permite considerar un cierto ali-
neamiento de las fibras de colágeno, como el observado en el tejido fibroso de fetos. Los
resultados obtenidos por el modelo micromecánico están en consonancia con resultados
experimentales de otros trabajos anteriores. Así, se obtuvieron módulos de Young en
torno a 1GPa si las fibras no están alineadas y hasta 10GPa si las fibras se alinean.
Esa variabilidad tan alta sugiere la necesidad de realizar una validación experimental
más en profundidad de estos resultados.
4. Los modelos de remodelación ósea existentes en la literatura constituyen una excelen-
te herramienta para la simulación de numerosos problemas relacionados con el com-
portamiento biomecánico del hueso. Por ejemplo, los modelos de remodelación ósea
interna se han utilizado tradicionalmente para estimar la distribución de densidad y
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propiedades mecánicas en huesos completos, con resultados razonables. El modelo fe-
nomenológico usado en esta tesis es uno de ellos. Los modelos fenomenológicos son
conceptualmente sencillos, ya que solo modelan la relación causa efecto de la remo-
delación, pero tienen una contrapartida y es que no son capaces de simular todas las
situaciones a las que se encuentra sometido el hueso con resultados razonables. En res-
puesta a estas limitaciones surgieron distintos modelos mecanobiológicos que simulan
algunos de los procesos biológicos que intervienen en el proceso remodelatorio. Esto
les permite dar respuesta a más problemas que los modelos fenomenológicos, pero a
costa de una mayor complejidad y un esfuerzo computacional más alto.
5. En el modelo de remodelación ósea interna y externa combinado y completamente
fenomenológico (capítulo 5) fue necesario incluir el efecto de la acomodación celular
para poder conseguir resultados razonables. Si no se incluye dicho efecto la respuesta
del modelo no es convergente. La sección de la diáfisis no para de crecer, tanto por
el endosteo como por el periosteo, y las propiedades mecánicas del hueso no dejan
de deteriorarse con el tiempo. No se llega por tanto a una situación de equilibrio de
remodelación.
6. Cuando se usa un modelo de remodelación ósea interna mecanobiológico es posible
solventar estos inconvenientes. Se consiguen distribuciones razonables de las distintas
variables de estado del modelo: porosidad, grado de mineralización y daño y también
se consigue alcanzar un equilibrio de remodelación en lo que a propiedades mecánicas
del tejido se refiere.
7. El modelo mecanobiológico de remodelación ósea interna se combinó con un modelo
de remodelación externa que contempla el efecto del estímulo superficial que ejerce la
musculatura sobre el hueso. Con ello se consiguió también alcanzar un equilibrio de
remodelación en cuanto a la geometría del hueso. En concreto, se predijo con razonable
aproximación la formación del canal medular dentro de la diáfisis y una forma exterior
estable y realista.
8. El modelo propuesto de remodelación ósea interna y externa combinada se aplicó al
problema de la remodelación de un callo óseo de fractura en la diáfisis de un fémur
humano. En este caso se consiguió reabsorber parcialmente el callo y abrir el canal
medular como ocurre en la realidad, pero no se consiguió alcanzar un equilibrio de
remodelación, al menos en el tiempo previsto para ello. En este problema se impuso
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como carga externa un cierto estímulo superficial ejercido por la musculatura de la
pierna sobre el periosteo. Este estímulo superficial fue estimado de un modelo de
interacción entre músculo y hueso demasiado simplista y ello puede estar detrás de
esa falta de concordancia entre los resultados del modelo y las observaciones clínicas.
Sin embargo, en el endosteo, donde no es necesario aplicar ese estímulo, tampoco se
consiguieron resultados demasiado convincentes. La respuesta del endosteo depende
casi exclusivamente de las cargas y de los parámetros de la curva de respuesta de
remodelación ósea externa, por lo que la falta de convergencia en el endosteo en el
tiempo previsto sugiere la necesidad de revisar ambos aspectos.
A continuación se comentan las principales limitaciones de esta tesis.
Los resultados obtenidos con el modelo micromecánico de homogeneización del tejido
fibroso para la estimación de sus propiedades mecánicas necesitan una mayor validación
experimental. En este sentido cabe destacar que actualmente se está llevando a cabo un
proyecto de investigación en este mismo grupo, entre cuyos objetivos está la medición
experimental de las propiedades mecánicas del tejido fibroso. Dicho tejido ha sido
obtenido de los mismos callos de fractura de metatarso de oveja de los que se tomaron
las muestras necesarias para los ensayos experimentales realizados en esta tesis, por lo
que estos resultados son claves para la validación del modelo micromecánico propuesto.
El modelo de remodelación ósea interna utilizado en el capítulo 7 es mecanobiológico,
mientras que el de remodelación ósea externa, aunque algo más complejo que el del
capítulo 5, es fenomenológico como este. Esto limita la posibilidad de ajustar dicho
modelo a las observaciones clínicas acerca de la reabsorción de callos de fractura.
El modelo musculoesquelético de la pierna utilizado en el capítulo 7 es demasiado sim-
plista. Modela toda la musculatura y los tejidos blandos que rodean al hueso como un
único volumen con la forma de un cilindro hueco perfecto. El modelo de comporta-
miento mecánico del músculo también es muy simple. No se ha analizado con mucho
detalle la interacción del músculo con el hueso por un lado y con la piel por el otro. En
definitiva, se han realizado muchas simplificaciones que están justificadas por la com-
plejidad del modelo, pero que pueden estar afectando enormemente a los resultados
obtenidos en esta tesis.
El modelo debería partir de una situación inicial en la que el canal medular estuviera
completamente cerrado. En ese caso se estaría simulando el proceso de curación del
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callo por completo. Sin embargo, esa fase del proceso quedó fuera del alcance de esta
tesis por su complejidad numérica. Así, se partió de una situación inicial en la que
ya se había formado el endosteo en la zona del callo, aunque con una diámetro muy
pequeño para simular el mayor tiempo de curación posible.
En el modelo de remodelación ósea del callo no se ha contemplado la remodelación
ósea interna del mismo. Existen evidencias de que esta comienza durante el período
simulado en esta tesis y por tanto coexistirían la remodelación ósea interna y externa,
pero no se ha contemplado aquí por simplificar el modelo. Hacerlo exigiría el desarrollo
de un modelo micromecánico de la mezcla de tejido fibroso y tejido lamelar remodelado.
Esto sería bastante complejo pero tendría poca influencia en los resultados, ya que el
proceso de remodelación ósea interna es muy lento y la cantidad de tejido remodelado
es muy poca. Por ello tendría que pasar mucho tiempo para que se notasen los efectos
de la remodelación ósea interna del callo.
8.2. Aportaciones originales
A continuación se enumeran las contribuciones originales de esta tesis.
Medición experimental de la composición volumétrica del tejido fibroso presente en un
callo óseo de fractura en ovejas.
Desarrollo de un nuevo protocolo para la determinación de la fracción de ceniza del
tejido óseo.
Modelo micromecánico multiescala para la estimación de las propiedades mecánicas del
tejido óseo fibroso, incluyendo la variación del contenido de mineral y de la alineación
de las fibras de colágeno.
Adaptación de un modelo de remodelación ósea externa fenomenológico para incluir el
efecto del estímulo mecánico superficial e implementación combinada del mismo junto
con un modelo de remodelación ósea interna mecanobiológico.
Estimación de la interacción del músculo sobre el hueso durante la contracción muscular
y su efecto ante la presencia de un callo óseo de fractura.
Simulación del proceso de reabsorción de un callo óseo de fractura mediante el modelo
de remodelación combinada propuesto.
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El trabajo realizado en esta tesis ha sido intenso y ha dado muchos frutos pero ha ser-
vido para plantear más preguntas que respuestas ha dado. Es un trabajo preliminar, en
el que se ha abierto una línea de investigación dentro del grupo y, por tanto, es mucho el
horizonte de mejora que tiene el trabajo. En efecto, la biomecánica es una ciencia relativa-
mente joven y por tanto en continuo crecimiento. Cada día surgen nuevas investigaciones
que aclaran aspectos no conocidos de la remodelación ósea, tales como la actividad celular,
secuenciación en las fases de la remodelación, experimentación, etc., y que permitirán mejo-
rar considerablemente los modelos numéricos propuestos aquí. Sirvan de ejemplo las líneas
futuras de investigación enumeradas a continuación. No son las únicas posibles, pero sí las
más inmediatas a la vista de los resultados obtenidos y las dificultades encontradas:
Realizar ensayos experimentales sobre tejido óseo lamelar cortical y tejido fibroso para
determinar las propiedades mecánicas de los mismos y compararlas con las estimaciones
obtenidas por el modelo micromecánico.
Dada la gran dispersión de las medidas de composición del tejido fibroso, es conveniente
aumentar el tamaño muestral para confirmar los valores obtenidos, principalmente en
lo que se refiere al grado de mineralización. Con más medidas también se podrán
estudiar otros efectos como la heterogeneidad del callo y la influencia de la edad del
tejido en la composición del mismo.
Modelar el conjunto musculoesquelético de la pierna de forma más detallada y, en la
medida de lo posible, con un modelo global de músculo, piel y remodelación ósea. En
este modelo se podría estimar el estímulo superficial que los músculos ejercen sobre
la superficie del hueso a partir de las cargas de contracción de los músculos, de las
restricción que la piel impone a la deformación del músculo y de la geometría exterior
del hueso, que iría cambiando con el tiempo.
Proponer un modelo de remodelación ósea externa mecanobiológico en el que se tuviera
en cuenta la actividad de osteoclastos y osteoblastos sobre la superficie del periosteo
y endosteo.
Incluir la remodelación ósea interna del callo durante el proceso de curación del mismo.
Para ello es necesario proponer un modelo micromecánico de homogeneización de la
mezcla de tejido fibroso y tejido lamelar que tenga en cuenta la heterogeneidad del
callo y el tiempo de remodelación.
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Apéndice A
Tensor de Eshelby
En el modelo de materiales compuestos con inclusiones diluidas, sección 4.2, se introdujo
un tensor conocido como tensor de Eshelby, S, que relacionaba el eigenstrain, ", con la
deformación de la inclusión, "i:
"i = S " (A.1)
Este tensor de cuarto orden, que depende exclusivamente de la geometría de las inclusio-
nes y de las propiedades de la matriz en la que están embebidas, se determina a partir de la
teoría potencial aplicada en el material en forma de ecuaciones integrales [169], que en el caso
de que la inclusión sea elipsoidal toma valores homogéneos y finitos en toda la inclusión [57].
Por el contrario, para cualquier otra geometría dichas expresiones no son homogéneas en el
dominio de la inclusión y toman valores infinitos en la frontera matriz-inclusión [56, 202],
por lo que su uso en inclusiones no elipsoidales queda fuera del alcance de esta tesis.
En primer lugar se estudiará el caso de una inclusión diluida en una matriz isótropa, y
a continuación se ampliará al caso de una matriz con cualquier tipo de simetría.
A.1. Matriz Isótropa
Para el caso de una inclusión elipsoidal de semiejes a > b > c embebida en una matriz
isótropa con un coeficiente de Poisson , Eshelby obtuvo las siguientes expresiones [57,121]:
Siiii =
3
8(1  )x
2Ixx +
1  2
8(1  )Ix (A.2a)
Siijj =
3
8(1  )y
2Ixy   1  2
8(1  )Ix (A.2b)
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Sijij =
3
16(1  ) (x
2 + y2)Ixy +
1  2
16(1  ) (Ix + Iy) (A.2c)
Ix = 2abc
Z 1
0
du
(a2 + u)
1
2 (b2 + u)
1
2 (c2 + u)
1
2 (x2 + u)
(A.2d)
Ixx = 2abc
Z 1
0
du
(a2 + u)
1
2 (b2 + u)
1
2 (c2 + u)
1
2 (x2 + u)2
(A.2e)
Ixy =
2
3
abc
Z 1
0
du
(a2 + u)
1
2 (b2 + u)
1
2 (c2 + u)
1
2 (x2 + u)(y2 + u)
(A.2f)
siendo i 6= j (i; j = 1; 2; 3) y x e y calculados a partir de i; j como:
x =
8>>>><>>>>:
a i = 1
b i = 2
c i = 3
(A.3a)
y =
8>>>><>>>>:
a j = 1
b j = 2
c j = 3
(A.3b)
Los términos integrales Ix, Ixx e Ixy cumplen las siguientes propiedades [57]:
Ia + Ib + Ic = 4 (A.4a)
Ixy = Iyx =
Iy   Ix
3(x2   y2) (A.4b)
Ixa + Ixb + Ixc =
4
3x2
(A.4c)
a2Ixa + b
2Ixb + c
2Ixc = Ix (A.4d)
Si se definen los parámetros t, k y k0 como:
t =
r
a2   c2
a2
(A.5a)
k =
r
a2   b2
a2   c2 (A.5b)
k0 =
p
1  k2 =
r
b2   c2
a2   c2 (A.5c)
se pueden transformar los términos integrales (A.2d) en expresiones dependientes de las
funciones elípticas de primera y segunda especie, F (t; k) y E(t; k) respectivamente:
Ia =
4abc
(a2   c2) 32 k2 (F (t; k)  E(t; k)) (A.6a)
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Ib =
4abc
(a2   c2) 32 k2k02
 
E(t; k)  k02F (t; k)  k2 t
p
1  t2p
1  k2t2
!
(A.6b)
Ic =
4abc
(a2   c2) 32 k02
 
t
p
1  k2t2p
1  t2   E(x; k)
!
(A.6c)
definiéndose las funciones elípticas como:
F (t; k) =
Z t
0
dup
(1  k2u2)(1  u2) (A.7a)
E(t; k) =
Z t
0
r
1  k2u2
1  u2 du (A.7b)
A partir de Ia, Ib e Ic, y mediante las relaciones (A.4), se pueden calcular los términos
integrales Ixx e Ixy. A partir de ellos la determinación de las componentes del tensor S es
inmediata. A continuación se presentan ejemplos de inclusiones con formas geométricas que
son casos particulares o degeneraciones de un elipsoide: cilindro, esfera y disco.
A.1.1. Cilindro infinito circular (a >> b = c)
Los valores de los términos integrales Ix, Ixx e Ixy se obtienen imponiendo que la dimen-
sión longitudinal del elipsoide es mucho mayor que las otras dos:
Ia = 2b
2
Z 1
0
lm
a!1
a
(a2 + u)
3
2 (b2 + u)
du = 0 (A.8a)
Ib = 2b
2
Z 1
0
lm
a!1
a
(a2 + u)
1
2 (b2 + u)2
du =
= 2b2
Z 1
0
1
(b2 + u)2
du = 2b2
1
b2
= 2 (A.8b)
Ic = 4   Ia   Ib = 2 (A.8c)
Iaa = 2b
2
Z 1
0
lm
a!1
a
(a2 + u)
5
2 (b2 + u)
du = 0 (A.8d)
Iab = Iac = Iba = Ica =
Ib   Ia
3(a2   b2) =
2
3
lm
a!1
1
a2   b2 
2
3a2
(A.8e)
Ibc = Icb =
2
3
b2
Z 1
0
lm
a!1
a
(a2 + u)
1
2 (b2 + u)3
du =
=
2
3
b2
Z 1
0
1
(b2 + u)3
du =
2
3
b2
1
2b4
=

3b2
(A.8f)
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Ibb = Icc = 2b
2
Z 1
0
lm
a!1
a
(a2 + u)
1
2 (b2 + u)3
du =
= 2b2
Z 1
0
1
(b2 + u)3
du = 2b2
1
2b4
=

b2
(A.8g)
y, por tanto, los términos del tensor de Eshelby se calculan en función del coeficiente de
Poisson de la matriz isótropa, , como:
S1111 = S1122 = S1133 = 0 (A.9a)
S2222 = S3333 =
3
8(1  )b
2 
b2
+
1  2
8(1  )2 =
5  4
8(1  ) (A.9b)
S2211 = S3311 =
3
8(1  )a
2 2
3a2
  1  2
8(1  )2 =

2(1  ) (A.9c)
S2233 = S3322 =
3
8(1  )b
2 
3b2
  1  2
8(1  )2 =
4   1
8(1  ) (A.9d)
S1212 = S1313 =
3
16(1  ) (a
2 + b2)
2
3a2
+
1  2
16(1  )2 
1
4
(A.9e)
S2323 =
3
16(1  ) (2b
2)

3b2
+
1  2
16(1  )4 =
3  4
8(1  ) (A.9f)
A.1.2. Esfera (a = b = c)
Para el caso de la esfera se tiene que las tres dimensiones son iguales, por lo que el cálculo
de los términos integrales se simplifica enormemente:
Ia = Ib = Ic = 2a
3
Z 1
0
1
(a2 + u)
5
2
du = 2a3
2
3(a2 + u)
3
2
0
1
=
4
3
(A.10a)
Iaa = Ibb = Icc = 2a
3
Z 1
0
1
(a2 + u)
7
2
du = 2a3
2
5(a2 + u)
5
2
0
1
=
4
5a2
(A.10b)
Iab = Iac = Iba = Ibc = Ica = Icb =
2
3
a3
Z 1
0
1
(a2 + u)
7
2
du =
4
15a2
(A.10c)
así como el de las componentes de S:
S1111 = S2222 = S3333 =
3
8(1  )a
2 4
5a2
+
1  2
8(1  )
4
3
=
7  5
15(1  ) (A.11a)
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S1122 = S1133 = S2211 = S2233 = S3311 = S3322 =
3
8(1  )a
2 4
15a2
  1  2
8(1  )
4
3
=
=
5   1
15(1  ) (A.11b)
S1212 = S1313 = S2323 =
3
16(1  )2a
2 4
15a2
+
1  2
16(1  )2
4
3
=
4  5
15(1  ) (A.11c)
A.1.3. Disco (a = b >> c)
Por último se contempla el caso de un elipsoide cuyo espesor es mucho menor que las
otras dos dimensiones y, por tanto, se puede aproximar a un disco:
Ia = Ib = 2a
2c
Z 1
0
du
(a2 + u)2(c2 + u)
1
2
 2a2c
Z 1
0
du
(a2 + u)2u
1
2
=
=
 t =
p
u
dt = du
2
p
u
= du2t
 = 4a2c
Z 1
0
dt
(a2 + t2)2
=
= 4a2c

t
2a2(a2 + t2)
+
arctan ta
2a3
1
0
= 4a2c

4a3
=
c2
a
(A.12a)
Ic = 4   Ia   Ib = 4   2c
2
a
(A.12b)
Iac = Ibc = Ica = Icb =
Ic   Ia
3(a2   c2) =
4   2c2a   c
2
a
3(a2   c2) 
4a   3c2
3a3
(A.12c)
Icc =
1
c2
 
Ic   2a2Ica

=
4   2c2a   2a2 4a 3c
2
3a3
c2
=
=
12a   6c2   8a + 6c2
3ac2
=
4a
3ac2
=
4
3c2
(A.12d)
Iaa + Iab =
4
3a2
  Iac = 4
3a2
  4a   3c
2
3a3
=
c2
a3
(A.12e)
Sin embargo, si a = b, por definición de sus expresiones integrales (ecs. (A.2e) y (A.2f))
se tiene que Iaa = 3Iab, por lo que:
Iab = Iba =
c2
4a3
(A.13a)
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Iaa = Ibb =
3c2
4a3
(A.13b)
En cuanto a las componentes de S:
S1111 = S2222 =
3a2
8(1  )
3c2
4a3
+
1  2
8(1  )
c2
a
=
(13  8)
32(1  )
c
a
(A.14a)
S3333 =
3c2
8(1  )
4
3c2
+
1  2
8(1  )

4   2c
2
a

= 1  (1  2)
4(1  )
c
a
(A.14b)
S1122 = S2211 =
3a2
8(1  )
c2
4a3
  1  2
8(1  )
c2
a
=
(8   1)
32(1  )
c
a
(A.14c)
S1133 = S2233 =
3c2
8(1  )
4a   3c2
3a3
  1  2
8(1  )
c2
a
 (2   1)
8(1  )
c
a
(A.14d)
S3311 = S3322 =
3a2
8(1  )
4a   3c2
3a3
  1  2
8(1  )

4   2c
2
a

=
8   ca (1 + 4)
8(1  )
(A.14e)
S1212 =
6a2
16(1  )
c2
4a3
+
1  2
16(1  )
2c2
a
=
(7  8)
32(1  )
c
a
(A.14f)
S1313 = S2323 =
3(a2 + c2)
16(1  )
4a   3c2
3a3
+
1  2
16(1  ) (
c2
a
+ 4   2c
2
a
)  1
2
  (2  )
8(1  )
c
a
(A.14g)
A.2. Matriz Anisótropa
Se analiza ahora el caso general en el que la inclusión elipsoidal está embebida en una
matriz de material sin ningún tipo de simetría elástica (anisótropo), con un tensor de rigidez
C. En este caso la expresión utilizada para el cálculo del tensor de Eshelby se complica
enormemente. Mura [169] realiza un desarrollo bastante complejo en el que estima dicho
tensor como:
Sijmn =
1
8
Cpqmn
Z 1
 1
Z 
0
 
Gipjq() +Gjpiq()

d3d (A.15)
donde i; j;m; n = 1; 2; 3, y la variable  es función de las variables de integración 3 y :
1 =
1
a
2 =
2
b
3 =
3
c
9>>>=>>>;
1 =
p
1  32 cos 
2 =
p
1  32 sin 
3 = 3
(A.16)
El tensor G es calculado a partir de la variable  como:
Gijkl(") = k l
Nij()
D()
(A.17)
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donde aparecen dos nuevas variables, un tensor N de segundo orden y un escalar D, los
cuales pueden ser calculados a partir del tensor de segundo orden K, y del tensor de tercer
orden ", el tensor permutación, de la siguiente forma:
Nij() =
1
2
"ikl "jmnKkmKln (A.18a)
D() = "mnlKm1Kn2Kl3 (A.18b)
siendo dichos tensores:
Kik = Cijkl j l (A.19a)
"ijk =
8>>><>>>:
+1 (i; j; k) = (1; 2; 3); (2; 3; 1); (3; 1; 2)
 1 (i; j; k) = (3; 2; 1); (2; 1; 3); (1; 3; 2)
0 i = j; j = k; k = i
(A.19b)
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Apéndice B
Inclusiones periódicas
En el capítulo 4 se ha visto la forma de estimar el tensor de comportamiento de un
material de tensor de rigidez CP , compuesto por inclusiones dispuestas de forma periódica
en el seno de una matriz [173]:
CP = Cm

1  
h
(Cm  Ci) 1Cm  P
i 1
(B.1)
donde Cm y Ci son los tensores de rigidez de la matriz y la inclusión, respectivamente,
 es la fracción volumétrica de la inclusión en el sólido y P es un operador tensorial para
inclusiones de forma genérica en una estructura periódica. Dicho operador tensorial se estima
en función de la forma de la inclusión y del tensor de comportamiento de la matriz en la
que está embebida, tal y como se hizo en el anexo A para el tensor de Eshelby en materiales
con distribución diluida. De hecho, en el caso de que  sea muy pequeño se tiene [173]:
lm
!0
P = S (B.2)
B.1. Matriz Anisótropa. Caso general
Si la matriz del composite no tiene ningún tipo de simetría elástica (material anisótropo
general) la forma de calcular el operador tensorial P es la siguiente [173]:
P^ =
X

0
f g() g( )FP^() (B.3)
donde el gorro ^ hace referencia a que el tensor en cuestión está en notación de 2 índices.
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 es la variable del desarrollo de Fourier que será definida más adelante1, f es la fracción
volumétrica de inclusión dentro de la celdilla periódica (y, por tanto, f = ), el sumatorioP

0 recorre todos los valores enteros de  2 [ 1;1] sin incluir el 0, y g() es una función
que depende de la forma de la inclusión. Los términos de FP, de 4 índices, se definen como:
FPijkl() = sym
h
i(C
m)jm
 1
n
i
: Cmmnkl (B.4)
donde Cm es el tensor de rigidez de la matriz (aquí se ha indicado la m de matriz como
superíndice para diferenciarlo de los índices del tensor). Además, la variable  se define a
partir del tamaño de la celda periódica, ai, y de los números enteros ni como:
i =
ni
ai
ni = 1;2; : : : ;N i = 1; 2; 3 (B.5)
B.2. Matriz Isótropa
En el caso de que la matriz tenga un comportamiento isótropo se simplifica bastante el
cálculo, pues sólo aparece en la definición del operador tensorial P el coeficiente de Poisson
de la matriz m. De esta forma se llega a que:
Pijkl =
1
2
 
ilPI(j;k) + ikPI(j;l) + jlPI(i;k) + jkPI(i;l)
  PI(i;j)J(k;l)
1  m +
mklPI(i;j)
1  m (B.6)
donde ij son las componentes del tensor identidad de segundo orden o delta de Kronecker,
y las funciones PI y PIJ se definen a partir de los índices i, j, k y l como:
PI(i;j) =
X

0
f g() g( )hI(i;j)() (B.7a)
PI(i;j)J(k;l) =
X

0
f g() g( )hI(i;j)()hJ(k;l)() (B.7b)
Las funciones hI(i;j) y hJ(k;l) se calculan en función de las componentes adimensionali-
zadas de  (i =
i
jj ) como:
h1 = 1
2
h2 = 2
2
h3 = 3
2
(B.8a)
h4 = 2 3 h5 = 1 3 h6 = 1 2 (B.8b)
1No confundir la variable , fracción volumétrica de inclusión en el material, con , en negrita, variable
que aparece en el desarrollo de Fourier de una función periódica, o con i, las componentes de .
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Los subíndices I(i; j) (o J(i; j)) de las ecs. (B.6), (B.7) y (B.8) toman los valores I(1; 1) =
1, I(2; 2) = 2, I(3; 3) = 3, I(2; 3) = 4, I(1; 3) = 5, I(1; 2) = 6.
B.3. La función integral g()
Una vez que se tiene la expresión del tensor periódico P solo queda calcular el valor de la
función g() en función del tipo de inclusión que se tenga. Esta función se define formalmente
como [173]:
g() =
1
V
Z
U
exp (ix)dVx (B.9)
donde U es el dominio espacial ocupado por la inclusión y V es su volumen. A continua-
ción se calcula el valor de la función g() para los tres tipos de geometría utilizadas a lo
largo de esta tesis: inclusiones paralelepipédicas como el mineral de hidroxiapatita puro,
inclusiones cilíndricas infinitas como las fibras de colágeno en la fase colágeno mojado o los
canalículos del osteocito, e inclusiones elipsoidales como los propios osteocitos o el mineral
de hidroxiapatita si se considera amorfo, en cuyo caso se modela como un elipsoide.
B.3.1. Inclusiones paralelepipédicas
En la fig. B.1 se puede observar el esquema de una celda periódica paralelepipédica de
dimensiones 2ai con una inclusión de forma paralelepipédica también y de dimensiones 2li.
La fracción volumétrica de dicha celda será, por tanto:
f =
Vinclusión
Vcelda
=
l1l2l3
a1a2a3
(B.10)
Al tratarse de una geometría tan sencilla se ha incluido el desarrollo completo para la
obtención de la función integral g(). Se tiene que la integral de volumen en el dominio de
la inclusión, al ser esta de geometría paralelepipédica, puede ser dividida en tres integrales
simples [173,174]:
g() =
1
8l1l2l3
Z l1
 l1
exp (i1x)dx
Z l2
 l2
exp (i2y)dy
Z l3
 l3
exp (i3z)dz (B.11)
Se resuelve cualquiera de dichas integrales de la siguiente forma. Las otras dos integrales
serán equivalentes y solo habrá que cambiar el índice convenientemente:
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2a1
2a2
2a3
2l1
2l2
2l3
Figura B.1: Celda unitaria paralelepipédica.
1
2l1
Z l1
 l1
exp (i1x)dx=
1
2l1
exp (i1x)
i1
l1
 l1
=
=
1
2l1

cos (1l1) + i sin (1l1)
i1
  cos ( 1l1) + i sin ( 1l1)
i1

=
=
1
2l1
2i sin (1l1)
i1
=
sin (1l1)
1l1
(B.12)
y por tanto:
gparalelep() =
sin (1l1) sin (2l2) sin (3l3)
123 l1l2l3
(B.13)
B.3.2. Inclusiones cilíndricas infinitas
En la fig. B.2 se representa el caso de una inclusión cilíndrica de longitud l  a. La
fracción volumétrica será:
f =
b2l
4a3
(B.14)
siendo la expresión de la función integral g [107,173,174]:
g() =
2J1() sin

(B.15a)
 =
b
a
p
n12 + n22 (B.15b)
 = n3
l
a
(B.15c)
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2a
2a
2a
2l
2b
Figura B.2: Celda unitaria cilíndrica infinita.
donde J1 es la función de Bessel de primera especie. El eje del cilindro está en la dirección
3. En el caso de que la inclusión sea de longitud infinita (o pueda asemejarse a tal caso),
l = a:
f =
b2
4a2
(B.16a)
gcilíndrica() =
2J1()

(B.16b)
 = 2
r
f

(n12 + n22) (B.16c)
B.3.3. Inclusiones elipsoidales
El último caso en el que se van a particularizar las ecuaciones es el de inclusiones elip-
soidales de semiejes b1, b2 y b3 (fig. B.3), cuyo volumen será Vinclusión = 43 b1b2b3. De igual
forma que en los casos anteriores, la fracción volumétrica de esta geometría será:
f =
 b1b2b3
6L3
(B.17)
donde 2L es la dimensión de la celda cúbica periódica. La función integral g() se calcula
como [173]:
gelipsoidal() =
3 sin ()   sin ()
3
(B.18a)
 =

2L
p
(n1b1)2 + (n2b2)2 + (n3b3)2 (B.18b)
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2L
2L
2L
2b2
2b1
2b3
Figura B.3: Celda unitaria elipsoidal.
Apéndice C
Simetrización de un tensor de
comportamiento anisótropo
El tensor de rigidez de un material con una cierta simetría elástica, C^1, puede ser aproxi-
mado por un tensor de rigidez efectivo con una simetría superior, C^eff , mediante un método
de simetrización desarrollado por Cowin y cols. [42] a partir de los trabajos de Hill [99]. A
pesar de que estos autores realizan el desarrollo de forma general, aquí solo se va a deta-
llar el proceso en dos casos, que son los de mayor interés por su extendido uso en diversas
aplicaciones: (1) la obtención de un tensor de rigidez efectivo con simetría transversalmen-
te isótropa o hexagonal, (C^eff;H) a partir de un tensor de rigidez ortótropo, C^O y (2) la
obtención de un tensor de rigidez efectivo isótropo (C^eff;I), igualmente a partir del tensor
de rigidez ortótropo, C^O. Básicamente, el método se basa en utilizar la ecuación conocida
como desigualdad generalizada de Hill [42, 99]:
Rk  effk  Vk 8 k = 1; :::; 6 (C.1)
y consiste en obtener los límites superior (Voigt, V ) e inferior (Reuss, R) de los autovalores
k de C^, y a partir de ellos estimar las constantes del tensor como un promedio de dichos
límites.
1El gorro ^ hace referencia a que el tensor de rigidez está dado en notación de Kelvin de 2 índices y, por
tanto, puede ser tratado como una matriz 6x6.
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C.1. Simetría hexagonal (o isotropía transversal)
El tensor de rigidez con simetría hexagonal, C^H , con dirección preferente la dirección 3,
tiene la forma:
C^H =
26666666666664
C^H11 C^
H
12 C^
H
13 0 0 0
C^H12 C^
H
11 C^
H
13 0 0 0
C^H13 C^
H
13 C^
H
33 0 0 0
0 0 0 C^H44 0 0
0 0 0 0 C^H44 0
0 0 0 0 0 C^H11   C^H12
37777777777775
(C.2a)
mientras que el correspondiente tensor de flexibilidad, S^H , será:
S^H =
26666666666664
S^H11 S^
H
12 S^
H
13 0 0 0
S^H12 S^
H
11 S^
H
13 0 0 0
S^H13 S^
H
13 S^
H
33 0 0 0
0 0 0 S^H44 0 0
0 0 0 0 S^H44 0
0 0 0 0 0 S^H11   S^H12
37777777777775
(C.2b)
Para el cálculo del límite inferior (de Reuss) de los autovalores, R;Hk , se buscan los
autovalores de S^H que satisfacen la ecuación:
 
S^H   1
R;Hk
1^
!
N^ = 0 (C.3)
siendo 1^ la matriz identidad 6x6 y N^ los autovectores de S^H . De esta forma se obtienen los
6 autovalores siguientes, los dos últimos de multiplicidad 2:
R;H(1) =
2
S^R;H11 + S^
R;H
12 + S^
R;H
33 +
r
8

S^R;H13
2
+

S^R;H11 + S^
R;H
12   S^R;H33
2 (C.4a)
R;H(2) =
2
S^R;H11 + S^
R;H
12 + S^
R;H
33  
r
8

S^R;H13
2
+

S^R;H11 + S^
R;H
12   S^R;H33
2 (C.4b)
R;H(3;6) =
1
S^R;H11   S^R;H12
(C.4c)
R;H(4;5) =
1
S^R;H44
(C.4d)
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Para el cálculo del límite superior (de Voigt), V;Hk , se procede de igual forma sobre la
ecuación:

C^H   R;Hk 1^

N^ = 0 (C.5)
obteniéndose los siguientes autovalores:
V;H(1) =
C^V;H11 + C^
V;H
12 + C^
V;H
33 +
r
8

C^V;H13
2
+

C^V;H11 + C^
V;H
12   C^V;H33
2
2
(C.6a)
V;H(2) =
C^V;H11 + C^
V;H
12 + C^
V;H
33  
r
8

C^V;H13
2
+

C^V;H11 + C^
V;H
12   C^V;H33
2
2
(C.6b)
V;H(3;6) = C^
V;H
11   C^V;H12 (C.6c)
V;H(4;5) = C^
V;H
44 (C.6d)
En cuanto a los autovalores del tensor efectivo con simetría hexagonal, eff;Hk , se tienen
expresiones análogas a (C.6):
eff;H(1) =
C^eff;H11 + C^
eff;H
12 + C^
eff;H
33 +
r
8

C^eff;H13
2
+

C^eff;H11 + C^
eff;H
12   C^eff;H33
2
2
(C.7a)
eff;H(2) =
C^eff;H11 + C^
eff;H
12 + C^
eff;H
33  
r
8

C^eff;H13
2
+

C^eff;H11 + C^
eff;H
12   C^eff;H33
2
2
(C.7b)
eff;H(3;6) = C^
eff;H
11   C^eff;H12 (C.7c)
eff;H(4;5) = C^
eff;H
44 (C.7d)
Los valores de S^R;Hij y C^
V;H
ij que aparecen en las ecs. (C.4) y (C.6) se obtienen como un
promedio de las constantes ortótropas del material [41,42,91]:
S^R;H11 =
3S^O11 + 2S^
O
12 + 3S^
O
22 + 2S^
O
66
8
(C.8a)
S^R;H12 =
S^O11 + 6S^
O
12 + S^
O
22   2S^O66
8
(C.8b)
S^R;H13 =
S^O13 + S^
O
23
2
(C.8c)
S^R;H33 = S^
O
33 (C.8d)
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S^R;H44 =
S^O44 + S^
O
55
2
(C.8e)
C^V;H11 =
3C^O11 + 2C^
O
12 + 3C^
O
22 + 2C^
O
66
8
(C.9a)
C^V;H12 =
C^O11 + 6C^
O
12 + C^
O
22   2C^O66
8
(C.9b)
C^V;H13 =
C^O13 + C^
O
23
2
(C.9c)
C^V;H33 = C^
O
33 (C.9d)
C^V;H44 =
C^O44 + C^
O
55
2
(C.9e)
Sustituyendo las ecs. (C.8) y (C.9) en (C.4) y (C.6), respectivamente, y a partir de (C.7)
se tiene que:
4
S^O11 + S^
O
22 + 2S^
O
12 + 2S^
O
33 + 2
r
2

S^O13 + S^
O
23
2
+

S^O11
2 + S^
O
12 +
S^O22
2   S^O33
2 

C^eff;H11 + C^
eff;H
12 + C^
eff;H
33 +
r
8

C^eff;H13
2
+

C^eff;H11 + C^
eff;H
12   C^eff;H33
2
2


C^O11 + C^
O
22 + 2C^
O
12 + 2C^
O
33 + 2
r
2

C^O13 + C^
O
23
2
+

C^O11
2 + C^
O
12 +
C^O22
2   C^O33
2
4
(C.10a)
4
S^O11 + S^
O
22 + 2S^
O
12 + 2S^
O
33   2
r
2

S^O13 + S^
O
23
2
+

S^O11
2 + S^
O
12 +
S^O22
2   S^O33
2 

C^eff;H11 + C^
eff;H
12 + C^
eff;H
33  
r
8

C^eff;H13
2
+

C^eff;H11 + C^
eff;H
12   C^eff;H33
2
2


C^O11 + C^
O
22 + 2C^
O
12 + 2C^
O
33   2
r
2

C^O13 + C^
O
23
2
+

C^O11
2 + C^
O
12 +
C^O22
2   C^O33
2
4
(C.10b)
4
S^O11 + S^
O
22   2S^O12 + 2S^O66
 C^eff;H11   C^eff;H12 
C^O11 + C^
O
22   2C^O12 + 2C^O66
4
(C.10c)
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2
S^O44 + S^
O
55
 C^eff;H44 
C^O44 + C^
O
55
2
(C.10d)
Las desigualdades de la izquierda permiten obtener los límites inferiores de las constantes
del tensor de rigidez efectivo con simetría hexagonal, C^eff;H ij , a partir de las constantes del
tensor ortótropo, mientras que las desigualdades de la derecha permiten obtener los límites
superiores, C^eff;H+ij . Aún así, se tienen 4 ecuaciones para 5 incógnitas (las 5 constantes del
tensor con simetría hexagonal), por lo que es necesario definir una ecuación más. Cowin y
cols. [42] definen una nueva variable asociada al tensor C^, el ángulo :
tan 2V;H =
C^V;H11 + C^
V;H
12   C^V;H33
2
p
2C^V;H13
(C.11a)
tan 2R;H =
S^R;H11 + S^
R;H
12   S^R;H33
2
p
2S^R;H13
(C.11b)
y a partir de dicha variable definen una nueva desigualdad doble:
tan 2R;H  tan 2eff;H  tan 2V;H (C.12a)
S^O11 + 2S^
O
12 + S^
O
22   2S^O33
2
p
2

S^O13 + S^
O
23
  C^eff;H11 + C^eff;H12   C^eff;H33
2
p
2C^eff;H13
 C^
O
11 + 2C^
O
12 + C^
O
22   2C^O33
2
p
2

C^O13 + C^
O
23

(C.12b)
Las ecs. (C.10) y (C.12b) constituyen un sistema determinado de 5 ecuaciones con 5
incógnitas que puede ser resuelto por la izquierda, obteniéndose C^eff;H 11 , C^
eff;H 
12 , C^
eff;H 
13 ,
C^eff;H 33 y C^
eff;H 
44 , o por la derecha, obteniéndose C^
eff;H+
11 , C^
eff;H+
12 , C^
eff;H+
13 , C^
eff;H+
33 y
C^eff;H+44 . Finalmente, es posible construir el tensor de rigidez efectivo con simetría hexagonal,
cuyas componentes son C^eff;Hij , realizando un promedio de ambos conjuntos de constantes:
C^eff;Hij =
C^eff;H ij + C^
eff;H+
ij
2
(C.13)
C.2. Simetría isótropa
En el caso de que se desee obtener un tensor de rigidez efectivo con simetría isótropa,
C^eff;I , se realiza un desarrollo similar partiendo de la solución para un material cúbico C,
que se diferencia del material isótropo en una sola constante. El tensor de rigidez cúbico,
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C^C , es:
C^C =
26666666666664
C^C11 C^
C
12 C^
C
12 0 0 0
C^C12 C^
C
11 C^
C
12 0 0 0
C^C12 C^
C
12 C^
C
11 0 0 0
0 0 0 C^C44 0 0
0 0 0 0 C^C44 0
0 0 0 0 0 C^C44
37777777777775
(C.14a)
mientras que el correspondiente tensor de flexibilidad, S^C , será:
S^C =
26666666666664
S^C11 S^
C
12 S^
C
12 0 0 0
S^C12 S^
C
11 S^
C
12 0 0 0
S^C12 S^
C
12 S^
C
11 0 0 0
0 0 0 S^C44 0 0
0 0 0 0 S^C44 0
0 0 0 0 0 S^C44
37777777777775
(C.14b)
En este caso, los 6 autovalores del límite inferior, R;Ck , son los siguientes (1 autovalor
con multiplicidad 2 y 1 autovalor con multiplicidad 3):
R;C(1) =
1
S^R;C11 + 2S^
R;C
12
(C.15a)
R;C(2;3) =
1
S^R;C11   S^R;C12
(C.15b)
R;C(4;5;6) =
1
S^R;C44
(C.15c)
En cuanto a los autovalores del límite superior, V;Ck :
V;C(1) = C^
V;C
11 + 2C^
V;C
12 (C.16a)
V;C(2;3) = C^
V;C
11   C^V;C12 (C.16b)
V;C(4;5;6) = C^
V;C
44 (C.16c)
Los valores de S^R;Cij y C^
V;C
ij se obtienen de nuevo como un promedio de las constantes
ortótropas del material:
S^R;C11 =
S^O11 + S^
O
22 + S^
O
33
3
=
A0
3
(C.17a)
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S^R;C12 =
S^O12 + S^
O
13 + S^
O
23
3
=
B0
3
(C.17b)
S^R;C44 =
S^O44 + S^
O
55 + S^
O
66
2
=
C 0
3
(C.17c)
C^V;C11 =
C^O11 + C^
O
22 + C^
O
33
3
=
A
3
(C.18a)
C^V;C12 =
C^O12 + C^
O
13 + C^
O
23
3
=
B
3
(C.18b)
C^V;C44 =
C^O44 + C^
O
55 + C^
O
66
3
=
C
3
(C.18c)
donde se han definido las constantes A, B, C, A0, B0 y C 0 para facilitar la posterior resolución
del sistema de ecuaciones resultante. Sustituyendo las ecs. (C.17) y (C.18) en (C.15) y (C.16),
respectivamente:
R;C(1) =
3
A0 + 2B0
(C.19a)
V;C(1) =
A+ 2B
3
(C.19b)
R;C(2;3) =
3
A0  B0 (C.19c)
V;C(2;3) =
A B
3
(C.19d)
R;C(4;5;6) =
3
C 0
(C.19e)
V;C(4;5;6) =
C
3
(C.19f)
A partir de estos límites de los autovalores del tensor de rigidez efectivo con simetría
cúbica, Cowin y cols. [42] obtienen los correspondientes límites para el tensor isótropo como:
R;I(1) = 
R;C
(1) =
3
A0 + 2B0
(C.20a)
V;I(1) = 
V;C
(1) =
A+ 2B
3
(C.20b)
R;I(2;3;4;5;6) =
5
2
R;C
(2;3)
+ 3
R;C
(4;5;6)
=
5
2(A0 B0)
3 + C
0
(C.20c)
V;I(2;3;4;5;6) =
2V;C(2;3) + 3
V;C
(4;5;6)
5
=
2(A B)
3 + C
5
(C.20d)
mientras que los autovalores del tensor de rigidez efectivo con simetría isótropa son:
eff;I1 = C^
eff;I
11 + 2C^
eff;I
12  3Keff;I (C.21a)
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eff;I2;3;4;5;6 = C^
eff;I
11   C^eff;I12  2Geff;I (C.21b)
donde Keff;I y Geff;I son el módulo de compresibilidad y el módulo de rigidez del material
efectivo isótropo, respectivamente. Si se particulariza la desigualdad de Hill (ec. (C.1)) para
el caso isótropo, y se hace uso de las ecs. (C.21) se tiene:
R;I(1)  3Keff;I  V;I(1) (C.22a)
R;I(2;3;4;5;6)  2Geff;I  V;I(2;3;4;5;6) (C.22b)
El sistema de ecuaciones (C.22) está desacoplado, pudiéndose obtener de la primera
ecuación los límites superior e inferior de Keff;I , y de la segunda ecuación los límites de
Geff;I :
Keff;I   KR = 1
A0 + 2B0
=
1
S^O11 + S^
O
22 + S^
O
33 + 2

S^O12 + S^
O
13 + S^
O
23
 (C.23a)
Keff;I+  KV = A+ 2B
9
=
C^O11 + C^
O
22 + C^
O
33 + 2

C^O12 + C^
O
13 + C^
O
23

9
(C.23b)
Geff;I   GR = 15
4(A0  B0) + 6C 0 =
=
15
4(S^O11 + S^
O
22 + S^
O
33   S^O12   S^O13   S^O23) + 6

S^O44 + S^
O
55 + S^
O
66
 (C.23c)
Geff;I+  GV = 2(A B) + 3C
30
=
=
2(C^O11 + C^
O
22 + C^
O
33   C^O12   C^O13   C^O23) + 3

C^O44 + C^
O
55 + C^
O
66

30
(C.23d)
Finalmente, las 2 constantes elásticas del tensor de rigidez efectivo con simetría isótropa,
Keff;I y Geff;I , son estimadas como:
Keff;I =
Keff;I  +Keff;I+
2
(C.24a)
Geff;I =
Geff;I  +Geff;I+
2
(C.24b)
Hill [99] obtuvo expresiones idénticas a las dadas por las ecs. (C.23) para los límites
de las constantes del material isótropo simetrizado, suponiendo que las deformaciones eran
uniformes (límite de Reuss [196]) o que las tensiones eran uniformes (límites de Voigt [231]).
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